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1 Πρώτοι ορισμοί

Για λόγους που θα γίνουν σύντομα σαφείς, όλοι οι γραμμικοί χώροι θα είναι
μιγαδικοί, εκτός αν ρητά αναφέρεται κάτι διαφορετικό.

Ορισμός 1.1 Μία (προσεταιριστική) άλγεβρα 𝒜 είναι ένας (μιγαδικός) γραμ-
μικός χώρος που είναι συγχρόνως δακτύλιος και ισχύει (𝜆𝑥)𝑦 = 𝜆(𝑥𝑦) = 𝑥(𝜆𝑦)
για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜 και 𝜆 ∈ ℂ. Μία άλγεβρα λέγεται μεταθετική αν 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 για
κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜.

Ένας υπόχωρος 𝒥 ⊆ 𝒜 λέγεται (γνήσιο) αριστερό (αντίστοιχα δεξιό) ιδεώ-
δες της 𝒜 αν 𝑥 ∈ 𝒜, 𝑦 ∈ 𝒥 ⇒ 𝑥𝑦 ∈ 𝒥 (αντίστοιχα 𝑦𝑥 ∈ 𝒥). Αν ένα ιδεώδες
είναι δεξιό και αριστερό τότε λέγεται αμφίπλευρο ιδεώδες ή απλά ιδεώδες.

Παράδειγμα 1.1 (α) Αν 𝑋 είναι γραμμικός χώρος και Ω είναι μη κενό σύνολο,
το σύνολο ℱ(Ω, 𝑋) όλων των συναρτήσεων 𝑓 ∶ Ω ⟶ 𝑋 γίνεται γραμμικός
χώρος αν εφοδιασθεί με τις πράξεις κατά σημείο,

(𝑓 + 𝜆𝑔)(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜆𝑔(𝑡)

(𝑓, 𝑔 ∈ ℱ(Ω, 𝑋), 𝜆 ∈ ℂ, 𝑡 ∈ Ω). Αν 𝑋 = ℂ, επειδή το ℂ είναι άλγεβρα, ο
χώρος ℱ(Ω, ℂ) είναι άλγεβρα με πολλαπλασιασμό

(𝑓.𝑔)(𝑡) = 𝑓(𝑡).𝑔(𝑡)
Γενικότερα, αν 𝑋 = 𝒜 είναι άλγεβρα, τότε ο χώρος ℱ(Ω, 𝒜) είναι άλγεβρα ως
προς το κατά σημείο γινόμενο.

Τέτοιες άλγεβρες λέγονται άλγεβρες συναρτήσεων.
(β) Έστω 𝑋 γραμμικός χώρος, και ℒ(𝑋) το σύνολο των γραμμικών απεικονί-
σεων 𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋. Με τις κατά σημείο γραμμικές πράξεις, το ℒ(𝑋) γίνεται
γραμμικός χώρος. Αν επί πλέον εφοδιασθεί με την σύνθεση τελεστών

(𝑇 ⋅ 𝑆)(𝑥) = 𝑇 (𝑆(𝑥)) 𝑇 , 𝑆 ∈ ℒ(𝑋), 𝑥 ∈ 𝑋
τότε ο ℒ(𝑋) γίνεται (εν γένει μη μεταθετική) άλγεβρα.

Τέτοιες άλγεβρες λέγονται άλγεβρες τελεστών.

Ορισμός 1.2 Αν 𝒜 είναι μία άλγεβρα και ‖ ⋅ ‖ είναι μία νόρμα στην 𝒜 με την
επιπλέον ιδιότητα

‖𝑥.𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑦‖ (1)
για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜, τότε η 𝒜 λέγεται νορμαρισμένη άλγεβρα. Αν επιπλέον η
(𝒜, ‖ ⋅ ‖) είναι πλήρης, τότε η 𝒜 λέγεται άλγεβρα Banach.
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Παρατηρήσεις. (i) Η συνθήκη (1) εξασφαλίζει την συνέχεια του πολλαπλα-
σιασμού

𝑚 ∶ 𝒜 × 𝒜 ⟶ 𝒜 ∶ (𝑥, 𝑦) ⟶ 𝑥.𝑦
Πράγματι, έχουμε

‖𝑥𝑦 − 𝑧𝑤‖ ≤ ‖𝑥𝑦 − 𝑥𝑤‖ + ‖𝑥𝑤 − 𝑧𝑤‖ ≤ ‖𝑥‖‖𝑦 − 𝑤‖ + ‖𝑥 − 𝑧‖‖𝑤‖.
Αν ο πολλαπλασιασμός είναι χωριστά συνεχής, δηλαδή αν για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 οι
απεικονίσεις

𝜆𝑥 ∶ 𝒜 ⟶ 𝒜 ∶ 𝑦 ⟶ 𝑥𝑦 και 𝜌𝑥 ∶ 𝒜 ⟶ 𝒜 ∶ 𝑦 ⟶ 𝑦𝑥
είναι συνεχείς, δεν έπεται εν γένει ότι ο 𝑚 είναι συνεχής. Αν όμως επί πλέον η
(𝒜, ‖.‖) είναι πλήρης, τότε ο πολλπλασιασμός είναι υποχρεωτικά συνεχής, και
μάλιστα:
υπάρχει ισοδύναμη νόρμα ‖.‖1 τέτοιαώστε η (𝒜, ‖.‖1) να είναι άλγεβρα Banach.
Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.
(ii) Κάθε νορμαρισμένη άλγεβρα εμφυτεύεται ισομετρικά και ισομορφικά (δηλ.
η εμφύτευση είναι μορφισμός αλγεβρών) ως πυκνή υπάλγεβρα μιάς άλγεβρας
Banach. Αυτό αποδεικνύεται ακριβώς όπως το αντίστοιχο αποτέλεσμα γιά χώ-
ρους με νόρμα, χρησιμοποιώντας και την συνέχεια του πολλαπλασιασμού. Θα
κατασκευάσουμε μία ‘συγκεκριμένη’ εμφύτευση παρακάτω (βλ. Παράγραφο
3.1).

2 Παραδείγματα

2.1

Το σώμα των μιγαδικών αριθμών (ℂ, |.|) είναι άλγεβρα Banach. Θα δείξουμε
αργότερα (ΘεώρημαGelfand-Mazur) ότι είναι ‘η μόνη’ διαιρετική άλγεβραBanach.

2.2

1. Για κάθε 𝑛 ∈ ℕ το σύνολο (ℂ𝑛, ‖.‖∞) είναι άλγεβρα Banach ως προς τις
πράξεις κατά συντεταγμένη και την νόρμα ‖(𝑥𝑛)‖∞ = max{|𝑥𝑖| ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑛}.
Είναι μεταθετική άλγεβρα με μονάδα (1, 1, ...1).
2. Έστω Γ ≠ ∅ σύνολο. Το σύνολο (ℓ∞(Γ), ‖.‖∞) είναι άλγεβρα Banach ως
προς τις πράξεις κατά σημείο και την νόρμα ‖𝑓‖∞ = sup{|𝑓(𝛾)| ∶ 𝛾 ∈ Γ}.
Είναι μεταθετική άλγεβρα με μονάδα 1, όπου 1(𝛾) = 1 για κάθε 𝛾 ∈ Γ .
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2.3 Άλγεβρες συνεχών συναρτήσεων

1. Έστω Κ συμπαγής Hausdorff τοπολογικός χώρος (π.χ. 𝐾 = [0, 1]). Είναι
γνωστό ότι ο χώρος (𝐶(𝐾), ‖.‖∞) των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝐾 ⟶ ℂ είναι
(κλειστός υπόχωρος του (ℓ∞(𝐾), ‖.‖∞), άρα) χώρος Banach. Επειδή το (κατά
σημείο) γινόμενο συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση, ο 𝐶(𝐾) εί-
ναι (υπάλγεβρα του ℓ∞(𝐾), άρα) άλγεβρα Banach, μεταθετική και με μονάδα
(την σταθερή συνάρτηση 1).
2. Έστω 𝑋 τοπικά συμπαγής Hausdorff τοπολογικός χώρος (π.χ. 𝑋 = ℝ). Ονο-
μάζουμε 𝐶𝑜(Χ) το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ που ‘μη-
δενίζονται στο άπειρο’. Δηλαδή μία συνεχής συνάρτηση 𝑓 ανήκει στον 𝐶𝑜(Χ)
εξ ορισμού όταν για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝐾𝜖 ⊆ 𝑋 συμπαγές ώστε 𝑡 ∉ 𝐾𝜖 ⇒
|𝑓(𝑡)| < 𝜖. Τέτοιες συναρτήσεις είναι φραγμένες, δηλαδή 𝐶𝑜(Χ) ⊆ ℓ∞(𝑋).
Μάλιστα είναι φανερό ότι ο𝐶𝑜(Χ) είναι υπάλγεβρα του ℓ∞(𝑋). Επειδή ο𝐶𝑜(Χ)
είναι και ‖.‖∞-κλειστός (άσκηση), είναι (μεταθετική) άλγεβρα Banach. Παρα-
τηρούμε όμως ότι δεν έχει μονάδα, εκτός αν ο 𝑋 είναι συμπαγής (άσκηση).
Άσκηση. Αποδείξτε ότι ο χώρος 𝐶𝑜𝑜(Χ) των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶
ℂ που μηδενίζονται έξω από κάποιο συμπαγές 𝐾𝑓 ⊆ 𝑋 αποτελεί υποσύνολο,
μάλιστα ιδεώδες, του 𝐶𝑜(Χ) που είναι ‖.‖∞-πυκνό¹ στον 𝐶𝑜(Χ).
3. Κάθε μη κενό σύνολο Γ γίνεται τοπικά συμπαγής χώρος όταν εφοδιασθεί με
την διακριτή τοπολογία, και τότε τα συμπαγή υποσύνολά του είναι τα πεπερα-
σμένα. Επομένως ο χώρος

𝑐𝑜(Γ) ≡ {𝑓 ∶ Γ ⟶ ℂ ∶ ∀𝜖 > 0 ∃Γ𝜖 ⊆ Γ, |Γ𝜖| < ∞, |𝑓(𝛾)| < 𝜖 ∀𝛾 ∉ Γ}

είναι, από το (2), μεταθετική άλγεβρα Banach και έχει μονάδα αν και μόνον αν
το Γ είναι πεπερασμένο. Μάλιστα, είναι κλειστό ιδεώδες της (ℓ∞(Γ), ‖.‖∞).

2.4 Άλγεβρες μετρήσιμων συναρτήσεων

Έστω (𝑋, 𝒮, 𝜇) χώρος μέτρου. Θέτουμε

ℒ∞(𝑋) = {𝑓 ∈ ℓ∞(𝑋), 𝑓 μετρήσιμη}.

Επειδή το άθροισμα και το γινόμενο μετρησίμων συναρτήσεων είναι μετρήσιμη
συνάρτηση, η ℒ∞(𝑋) είναι υπάλγεβρα της ℓ∞(𝑋), και επειδή το ομοιόμορφο

¹Oταν οΧ είναι μετρικός χώρος, τοπικά συμπαγής και μη συμπαγής, το𝐶𝑜𝑜(Χ) είναι γνήσιο
ιδεώδες του 𝐶𝑜(Χ). Υπάρχουν όμως τοπικά συμπαγείς μη συμπαγείς χώροι Χ στους οποίους
ισχύει 𝐶𝑜𝑜(Χ) = 𝐶𝑜(Χ).
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όριο μετρησίμων συναρτήσεων είναι μετρήσιμη συνάρτηση, ηℒ∞(𝑋) είναι άλ-
γεβρα Banach, προφανώς μεταθετική και με μονάδα. (Σημείωσε ότι μέχρι τώρα
η ύπαρξη του μέτρου 𝜇 δεν έπαιξε κανένα ρόλο).
Θέτουμε

𝒩(𝑋, 𝜇) = {𝑓 ∈ ℒ∞(𝑋) ∶ 𝑓 = 0 𝜇-σχεδόν παντού}
και παρατηρούμε ότι το 𝒩(𝑋, 𝜇) είναι ιδεώδες της ℒ∞(𝑋), δηλαδή αν 𝑓 ∈
𝒩(𝑋, 𝜇) και 𝑔 ∈ ℒ∞(𝑋) τότε 𝑓𝑔 ∈ 𝒩(𝑋, 𝜇). Έπεται εύκολα ότι ο χώρος
πηλίκο

𝐿∞(𝑋, 𝜇) = ℒ∞(𝑋)/𝒩(𝑋, 𝜇)
είναι άλγεβρα. Επίσης το ομοιόμορφο όριο μ-μηδενικών συναρτήσεων είναι μ-
μηδενική, άρα το 𝒩(𝑋, 𝜇) είναι ‖.‖∞-κλειστό ιδεώδες της ℒ∞(𝑋). Επομένως
η νόρμα πηλίκο είναι πλήρης νόρμα στον χώρο πηλίκο. Θυμίζω ότι η νόρμα
πηλίκο ‖.‖𝑞 ορίζεται από τον τύπο

‖𝑓 + 𝒩‖𝑞 ≡ 𝑑(𝑓, 𝒩) = inf{‖𝑓 − 𝑔‖∞ ∶ 𝑔 ∈ 𝒩}.
Αποδεικνύεται (άσκηση!) ότι, αν θέσουμε

‖𝑓‖𝑒𝑠𝑠 ≡ inf{𝜆 > 0 ∶ 𝜇({𝑡 ∈ 𝑋 ∶ |𝑓(𝑡)| > 𝜆}) = 0}
για 𝑓 ∈ ℒ∞(𝑋) (το ‘ουσιώδες φράγμα’ της 𝑓) τότε ‖𝑓‖𝑒𝑠𝑠 = ‖𝑓 + 𝒩‖𝑞. Ταυ-
τίζουμε συνήθως μία 𝑓 ∈ ℒ∞(𝑋) με την κλάση της 𝑓 + 𝒩, και αναφερόμα-
στε στην άλγεβρα Banach (𝐿∞(𝑋, 𝜇), ‖.‖𝑒𝑠𝑠) των ουσιωδώς φραγμένων μετρή-
σιμων συναρτήσεων². Μάλιστα η νόρμα της 𝐿∞(𝑋, 𝜇) συμβολίζεται συνήθως
‖.‖∞ αντί για ‖.‖𝑒𝑠𝑠.

2.5 Η άλγεβρα του δίσκου

Έστω 𝕋 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| = 1} , 𝔻 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1}, και (𝐶(𝕋), ‖.‖𝕋) η
άλγεβρα Banach των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝕋 ⟶ ℂ. Λέμε ότι μία συνάρ-
τηση 𝑓 ∈ 𝐶(𝕋) ανήκει στην άλγεβρα του δίσκου 𝐴(𝔻) αν η 𝑓 επεκτείνεται σε
μία συνεχή συνάρτηση ̃𝑓 ∶ 𝔻 ⟶ ℂ, που είναι ολόμορφη στον ανοικτό δίσκο 𝔻.
Παραδείγματος χάριν, κάθε συνάρτηση 𝑝 της μορφής

𝑝(𝑒𝑖𝜃) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝜃

²Μία μετρήσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ λέγεται ουσιωδώς φραγμένη αν ‖𝑓‖𝑒𝑠𝑠 < ∞.
Κάθε ουσιωδώς μετρήσιμη συνάρτηση είναι σχεδόν παντού ίση με μία φραγμένη μετρήσιμη συ-
νάρτηση.
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όπου 𝑎𝑘 ∈ ℂ, ανήκει στην 𝐴(𝔻). Τέτοιες συναρτήσεις λέγονται αναλυτικά τρι-
γωνομετρικά πολυώνυμα.
Παρατηρούμε ότι, αν 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻),

‖𝑓‖𝕋 ∶= sup{|𝑓(𝑧)| ∶ 𝑧 ∈ 𝕋} = sup{| ̃𝑓(𝑧)| ∶ 𝑧 ∈ 𝔻} ≡ ‖ ̃𝑓‖𝔻

από την αρχή του μεγίστου ( [8], 6.49). Έπεται ειδικότερα ότι η επέκταση ̃𝑓
είναι μοναδική (αν υπάρχει).
Είναι φανερό ότι η𝐴(𝔻) είναι υπάλγεβρα της𝐶(𝕋). Ισχυρίζομαι ότι είναι κλει-
στή υπάλγεβρα. Πράγματι, έστω {𝑓𝑛} μία βασική ακολουθία στην 𝐴(𝔻). Από
την αρχή του μεγίστου έπεται ότι

‖ ̃𝑓𝑛 − ̃𝑓𝑚‖𝔻 = ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖𝕋

επομένως η ακολουθία { ̃𝑓𝑛} συγκλίνει ομοιόμορφα στο 𝔻 σε μία συνεχή συ-
νάρτηση 𝑔. Από το Θεώρημα σύγκλισης του Weierstrass ( [8], 6.4) έπεται ότι η
𝑔 είναι ολόμορφη στον ανοικτό δίσκο 𝔻. Άρα αν 𝑓 = 𝑔|𝕋, τότε 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻) και
βέβαια ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝕋 ⟶ 0.
Έπεται ότι η𝐴(𝔻) είναι άλγεβρα Banach, και βεβαίως είναι μεταθετική και έχει
μονάδα. Παρατήρησε ότι το συνολο 𝒫+ των αναλυτικών τριγωνομετρικών πο-
λυωνύμων αποτελεί υπάλγεβρα της𝐴(𝔻). Ισχυρίζομαι ότι είναι πυκνή υπάλγε-
βρα, δηλαδή ότι κάθε 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻) προσεγγίζεται απο αναλυτικά τριγωνομετρικά
πολυώνυμα, ομοιόμορφα στο 𝕋.
Απόδειξη.
Παρατήρηση 1. Έστω 𝑓 ∶ 𝔻 ⟶ ℂ συνεχής, 0 < 𝜌 < 1. Θέτω 𝑓𝜌(𝑧) = 𝑓(𝜌𝑧).
Τότε lim𝜌↗1‖𝑓𝜌 − 𝑓‖𝔻 = 0. Πράγματι η 𝑓 είναι ομοιόμορφα συνεχής, άρα για
κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε

𝑧, 𝑤 ∈ 𝔻, |𝑧 − 𝑤| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑤)| < 𝜀.

Επομένως, αν 1 − 𝜌 < 𝛿, τότε για κάθε 𝑧 ∈ 𝔻 ισχύει |𝑧 − 𝜌𝑧| < 𝛿 άρα
|𝑓𝜌(𝑧) − 𝑓(𝑧)| = |𝑓(𝜌𝑧) − 𝑓(𝑧)| < 𝜀.
Παρατήρηση 2. Έστω 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻). Τότε για κάθε 𝜌 ∈ (0, 1) η συνάρτηση 𝑓𝜌 είναι
ολόμορφη στον δίσκο 𝔻𝜌 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1

𝜌}. Επομένως έχει δυναμοσειρά η
οποία συγκλίνει ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσυνολα του 𝔻𝜌, άρα και στο 𝕋.
Αν λοιπόν 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻) και 𝜀 > 0, επιλέγουμε, από την Παρατήρηση 1, 𝜌 ∈ (0, 1)
ώστε ‖𝑓𝜌 − 𝑓‖𝕋 < 𝜀/2. Από την Παρατήρηση 2, υπάρχει αναλυτικό τριγωνο-
μετρικό πολυώνυμο 𝑝 ώστε ‖𝑓𝜌 − 𝑝‖𝕋 < 𝜀/2. Επομένως ‖𝑓 − 𝑝‖𝕋 < 𝜀 και η
απόδειξη είναι πλήρης. 2

5



2.6 Η άλγεβρα Banach (ℓ1(ℤ), || ⋅ ||1, ∗)

Είναι γνωστό ότι ο χώρος

ℓ1(ℤ) = {𝑎 = (𝑎𝑛)𝑛∈ℤ ∶
𝑘=+∞
∑

𝑘=−∞
|𝑎𝑘| < ∞}

είναι χώρος Banach ως προς την νόρμα ‖.‖1 όπου

‖𝛼‖1 =
𝑘=+∞
∑

𝑘=−∞
|𝑎𝑘|.

Αν 𝑒𝑛 ∈ ℓ1(ℤ) είναι η ακολουθία που έχει μονάδα στην θέση 𝑛 και μηδέν στις
υπόλοιπες, o ℓ1(ℤ) είναι η κλειστή γραμμική θήκη του συνόλου Ε ≡ {𝑒𝑛 ∶
𝑛 ∈ ℤ} (μάλιστα το Ε είναι βάση Schauder του ℓ1(ℤ)). Το Ε γίνεται (αβελιανή)
ομάδα (ισόμορφη με τηνℤ) αν εφοδιασθεί με την πράξη ∗ όπου 𝑒𝑛∗𝑒𝑚 ≡ 𝑒𝑛+𝑚.
Η πράξη αυτή επεκτείνεται γραμμικά στην γραμμική θήκη 𝑐𝑜𝑜(ℤ) του 𝐸:
Αν τα 𝑎 = ∑ 𝑎𝑘𝑒𝑘 και 𝑏 = ∑ 𝑏𝑘𝑒𝑘 είναι πεπερασμένα αθροίσματα, θέτουμε

𝑎 ∗ 𝑏 = ∑
𝑘

∑
𝑚

𝑎𝑘𝑏𝑚𝑒𝑘 ∗ 𝑒𝑚

και παρατηρούμε ότι 𝑎 ∗ 𝑏 = ∑𝑛 𝑐𝑛𝑒𝑛 όπου 𝑐𝑛 = ∑𝑘 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘.
Mπορούμε να επεκτείνουμε την πράξη ∗ της συνέλιξης (convolution) στον χώρο
ℓ1(ℤ), είτε παρατηρώντας ότι είναι συνεχής ως προς την νόρμα ‖.‖1, είτε απευ-
θείας ως εξής: αν 𝑎, 𝑏 ∈ ℓ1(ℤ) ορίζουμε την ακολουθία 𝑐 = (𝑐𝑛) = 𝑎 ∗ 𝑏 από
την σχέση

𝑐𝑛 =
𝑘=+∞
∑

𝑘=−∞
𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 𝑛 ∈ ℤ

(η σειρά συγκλίνει απόλυτα γιατί η (𝑎𝑘) είναι απόλυτα αθροίσιμη και για κάθε
𝑛 ∈ ℤ η (𝑏𝑛−𝑘) είναι φραγμένη). Πρέπει να δειχθεί ότι η (𝑐𝑛) ανήκει στον ℓ1(ℤ).
Πράγματι,

∑
𝑛

|𝑐𝑛| = ∑
𝑛

| ∑
𝑘

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘|

≤ ∑
𝑛

∑
𝑘

|𝑎𝑘|.|𝑏𝑛−𝑘| = ∑
𝑘

|𝑎𝑘| ∑
𝑛

|𝑏𝑛−𝑘|

= ‖𝑎‖1.‖𝑏‖1
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όπου η εναλλαγή των δύο αθροίσεων είναι επιτρεπτή, αφού πρόκειται για σει-
ρές θετικών όρων, και η τελευταία ισότητα ισχύει γιατι ∑𝑛 |𝑏𝑛−𝑘| = ∑𝑛 |𝑏𝑛|
για κάθε 𝑘 ∈ ℤ. Έτσι αποδείχθηκε συγχρόνως ότι 𝑐 = 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ ℓ1(ℤ) και ότι
‖𝑎 ∗ 𝑏‖1 ≤ ‖𝑎‖1‖𝑏‖1.
Η προσεταιριστική ιδιότητα της συνέλιξης αποδεικνύεται ως εξής

(𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐))𝑛 = ∑
𝑘

𝑎𝑘(𝑏 ∗ 𝑐)𝑛−𝑘

= ∑
𝑘

𝑎𝑘(∑
𝑚

𝑏𝑛−𝑘−𝑚𝑐𝑚) = ∑
𝑚

(∑
𝑘

𝑎𝑘𝑏(𝑛−𝑚)−𝑘)𝑐𝑚

= ∑
𝑚

(𝑎 ∗ 𝑏)𝑛−𝑚𝑐𝑚 = ((𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐)𝑛.

Η επιμεριστική ιδιότητα της συνέλιξης ως προς την πρόσθεση ισχύει τετριμ-
μένα, επομένως αποδείχθηκε ότι η (ℓ1(ℤ), ‖.‖1, ∗) είναι άλγεβρα Banach.
Η σχέση

(𝑎 ∗ 𝑏)𝑛 = ∑
𝑘

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 = ∑
𝑗

𝑎𝑛−𝑗𝑏𝑗 = (𝑏 ∗ 𝑎)𝑛

δείχνει ότι η άλγεβρα είναι μεταθετική. Τέλος, ελέγχεται άμεσα ότι το στοιχείο
𝑒0 όπου (𝑒0)𝑛 = 𝛿𝑛,0 είναι μονάδα της άλγεβρας.
Παρατήρηση. Η άλγεβρα (ℓ1(ℤ), ∗) δεν είναι άλγεβρα συναρτήσεων, γιατί ο
πολλαπλασιασμός δεν είναι το κατά σημείο γινόμενο. Οπως παρατηρήσαμε, ο
πολλαπλασιασμός ∗ ορίσθηκε μέσω της αλγεβρικής δομής του ‘συνόλου δει-
κτών’ ℤ. Στο Παράδειγμα 2.8 θα ‘αναπαραστήσουμε’ την (ℓ1(ℤ), ‖.‖1, ∗) ως άλ-
γεβρα συναρτήσεων.
Μπορεί να ελέγξει κανείς εύκολα (άσκηση) ότι ο χώρος (ℓ1(ℤ), ‖.‖1) (και γενι-
κότερα, ο ℓ1(Γ)) γίνεται μεταθετική άλγεβρα Banach με το κατά σημείο γινό-
μενο, η οποία όμως δεν έχει μονάδα. Η άλγεβρα αυτή δεν είναι ισόμορφη, ως
άλγεβρα, με την (ℓ1(ℤ), ∗) (ενώ οι υποκείμενοι χώροι Banach ταυτίζονται).

2.7 Η άλγεβρα Banach (𝐿1(𝕋), || ⋅ ||1, ∗)

Ο χώρος Banach (𝐿1(𝕋), ‖.‖1) των Lebesgue ολοκληρώσιμων συναρτήσεων 𝑓 ∶
𝕋 ⟶ ℂ με νόρμα

‖𝑓‖1 = 1
2𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
|𝑓(𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡
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γίνεται μεταθετική άλγεβρα Banach χωρίς μονάδα αν εφοδιασθεί με την συνέ-
λιξη

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑒𝑖𝑡) = 1
2𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑒𝑖𝑠)𝑔(𝑒𝑖(𝑡−𝑠))𝑑𝑠.

Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.
Παρατήρηση Γενικότερα αποδεικνύεται ότι, αν 𝐺 είναι τοπικά συμπαγής
ομάδα, ορίζεται η άλγεβρα Banach 𝐿1(𝐺), οπου η ολοκλήρωση γίνεται ως προς
το λεγόμενο μέτρο Haar. Η άλγεβρα αυτή είναι μεταθετική αν και μόνον αν η
𝐺 είναι αβελιανή, και έχει μονάδα αν και μόνον αν η τοπολογία της 𝐺 είναι
η διακριτή. Η μελέτη της άλγεβρας αυτής αποτελεί αντικείμενο της λεγόμενης
‘αφηρημένης αρμονικής ανάλυσης’.

2.8 Η άλγεβρα του Wiener 𝒲 ή 𝐴(𝕋)

Πρόκειται για το σύνολο 𝒲 των συναρτήσεων 𝑓 της μορφής

𝑓(𝑡) =
𝑘=+∞
∑

𝑘=−∞
𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]

όπου ∑𝑘 |𝑎𝑘| < ∞. Επειδή |𝑒𝑖𝑘𝑡| = 1 για κάθε 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], η σειρά ∑𝑘 𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡

συγκλίνει απόλυτα και ομοιόμορφα ως προς 𝑡, άρα ορίζει συνεχή συνάρτηση,
δηλαδή ο χώρος 𝒲 είναι υπόχωρος του χώρου Banach 𝐶([0, 2𝜋]). Δεν είναι
όμως κλειστός ως προς την νόρμα ‖.‖∞ (άσκηση).
Δεν είναι αμέσως φανερό ότι ο 𝒲 είναι κλειστός ως προς το κατά σημείο γινό-
μενο, ότι είναι δηλαδή υπάλγεβρα της𝐶([0, 2𝜋]). Αυτό αποδεικνύεται ως εξής:
Αν 𝑓(𝑡) = ∑𝑘 𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡 και 𝑔(𝑡) = ∑𝑘 𝑏𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡 είναι δύο στοιχεία του 𝒲, τότε

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) = (∑
𝑘

𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡) (∑
𝑛

𝑏𝑛𝑒𝑖𝑛𝑡) = ∑
𝑘

∑
𝑛

𝑎𝑘𝑏𝑛𝑒𝑖(𝑘+𝑛)𝑡

= ∑
𝑘

∑
𝑚

𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘𝑒𝑖𝑚𝑡 = ∑
𝑚

(∑
𝑘

𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘)𝑒𝑖𝑚𝑡 = ∑
𝑚

(𝑎 ∗ 𝑏)𝑚𝑒𝑖𝑚𝑡

(η εναλλαγή των αθροίσεων είναι επιτρεπτή λόγω απόλυτης αθροισιμότητας).
Επειδή, όπως δείξαμε στο Παράδειγμα 2.6, η ακολουθία ((𝑎 ∗ 𝑏)𝑚) είναι από-
λυτα αθροίσιμη, έπεται ότι το (κατά σημείο) γινόμενο 𝑓𝑔 ανήκει στο 𝒲.
Σημείωση. Το γεγονός ότι και το πηλίκο 𝑓/𝑔, όταν ορίζεται, ανήκει στην 𝒲,
αποδείχθηκε πρώτα από τον N. Wiener. Μία πολύ πιο άμεση απόδειξη, που
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δόθηκε από τον I. Gelfand, αποτέλεσε μία από τις πρώτες επιτυχίες της (νέας
τότε) θεωρίας των αλγεβρών Banach.
Οι συντελεστές 𝑎𝑘 της σειράς καθορίζονται μοναδικά από την 𝑓 , γιατί

1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡 = ∑

𝑘
𝑎𝑘

1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑒−𝑖(𝑛−𝑘)𝑡𝑑𝑡 = 𝑎𝑛

για κάθε 𝑛 ∈ ℤ (χρησιμοποίησα την ομοιόμορφη σύγκλιση της σειράς). Οι συ-
ντελεστές αυτοί λέγονται συντελεστές Fourier της 𝑓 και συμβολίζονται ̂𝑓(𝑛).
Επομένως η απεικόνιση

𝒲 ⟶ ℓ1(ℤ) ∶ 𝑓 ⟶ ̂𝑓 ≡ ( ̂𝑓(𝑛))𝑛∈ℤ

(o ‘μετασχηματισμός Fourier’) είναι 1-1 και επί. Είναι προφανώς γραμμική, και
δείξαμε προηγουμένως ότι είναι μορφισμός, δηλαδή ότι 𝑓.𝑔 = ̂𝑓 ∗ ̂𝑔.
Αν λοιπόν εφοδιάσουμε την 𝒲 με την νόρμα ‖.‖𝑤 όπου

‖𝑓‖𝑤 = ∑
𝑘

| ̂𝑓(𝑘)|,

τότε η (𝒲, ‖.‖𝑤, ⋅) γίνεται ισομετρικά ισόμορφη με την (ℓ1(ℤ), ‖.‖1, ∗), και επο-
μένως γίνεται άλγεβρα Banach.

2.9 Η άλγεβρα ℬ(𝑋) των τελεστών σ’ ένα χώρο Banach 𝑋.

Είναι γνωστό ότι το σύνολο

ℬ(𝑋) = {𝑇 ∈ ℒ(𝑋) ∶ 𝑇 συνεχής}

των γραμμικών και φραγμένων απεικονίσεων 𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋 αποτελεί χώρο
Banach αν εφοδιασθεί με την νόρμα

‖𝑇 ‖ = sup{‖𝑇 𝜉‖ ∶ 𝜉 ∈ 𝑋, ‖𝜉‖ ≤ 1}.

Επίσης είναι υπάλγεβρα της άλγεβρας ℒ(𝑋) όλων των γραμμικών απεικονί-
σεων του 𝑋 στον εαυτό του, και ικανοποιεί την ανισότητα (1). Πράγματι, αν
𝑇 , 𝑆 ∈ ℬ(𝑋) τότε για κάθε 𝜉 ∈ 𝑋 έχουμε

‖(𝑇 ∘ 𝑆)(𝜉)‖ = ‖𝑇 (𝑆(𝜉))‖ ≤ ‖𝑇 ‖.‖𝑆(𝜉)‖ ≤ ‖𝑇 ‖.‖𝑆‖.‖𝜉‖
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επομένως η γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∘ 𝑆 είναι φραγμένη και μάλιστα, παίρνο-
ντας supremum ως προς 𝜉 στην μοναδιαία σφαίρα του 𝑋 στην προηγούμενη
ανισότητα προκύπτει ότι

‖𝑇 ∘ 𝑆‖ ≤ ‖𝑇 ‖‖𝑆‖
πράγμα που δείχνει ότι η άλγεβρα (ℬ(𝑋), ‖.‖, ∘) είναι άλγεβρα Banach.
Η άλγεβρα αυτή έχει μονάδα, τον ταυτοτικό τελεστή 𝐼 , αλλά δεν είναι ποτέ
μεταθετική, εκτός αν dim𝑋 = 1. Πράγματι, αν ο 𝑋 είναι μονοδιάστατος, τότε
κάθε γραμμική απεικόνιση στον𝑋 αντιστοιχεί σε έναν μιγαδικό αριθμό, επομέ-
νως ηℬ(𝑋) είναι ισόμορφη με τοℂ, άρα μεταθετική. Για το αντίστροφο, υποθέ-
τουμε ότι η διάσταση του 𝑋 είναι τουλάχιστον 2, και επιλέγουμε δύο γραμμικά
ανεξάρτητα διανύσματα 𝜉, 𝜂 στον𝑋. Από το Θεώρημα Hahn-Banach υπάρχουν
𝜉∗, 𝜂∗ ∈ 𝑋∗ με 𝜉∗(𝜉) = 1, 𝜉∗(𝜁) = 0 για κάθε 𝜁 ∉ [𝜉] και 𝜂∗(𝜂) = 1, 𝜂∗(𝜁) = 0
για κάθε 𝜁 ∉ [𝜂]. Αν ορίσω 𝑇 (𝜁) = 𝜉∗(𝜁)𝜂 και 𝑆(𝜁) = 𝜂∗(𝜁)𝜉, οι τελεστές 𝑇 , 𝑆
είναι φραγμένοι και 𝑇 (𝑆(𝜂)) = 𝜂 ενώ 𝑆(𝑇 (𝜂)) = 0.
Παρατήρηση. Μέσω των τελεστών 𝑇 , 𝑆, 𝑇 𝑆 και 𝑆𝑇 μπορεί κανείς να δει
ότι ορίζεται μια αλγεβρική εμφύτευση της άλγεβρας 𝑀2(ℂ) των 2 × 2 μιγα-
δικών πινάκων στην ℬ(𝑋). Με την ίδια μέθοδο μπορεί κανείς να δείξει ότι, αν
dim(𝑋) ≥ 𝑛, τότε η άλγεβρα 𝑀𝑛(ℂ) εμφυτεύεται ισομορφικά στην ℬ(𝑋).

3

3.1 Κάθε άλγεβρα Banach δρα σε χώρο Banach

Κάθε κλειστή υπάλγεβρα της άλγεβρας Banachℬ(𝑋) των φραγμένων τελεστών
σ’έναν χώρο Banach 𝑋 είναι άλγεβρα Banach. Θα δείξουμε ότι, αντίστροφα,
κάθε άλγεβρα Banach μπορεί να “αναπαρασταθεί” σ’αυτήν την μορφή.

Ορισμός 3.1 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach. Μία αναπαράσταση ή παράσταση 𝜋
της 𝒜 σ’έναν χώρο Banach 𝑋 είναι ένας μορφισμός 𝜋 ∶ 𝒜 ⟶ ℬ(𝑋) (δηλαδή
μία απεικόνιση που διατηρεί αθροίσματα και γινόμενα). Αν η 𝒜 έχει μονάδα,
συνήθως απαιτούμε 𝜋(1) = 𝐼 . Μία αναπαράσταση ονομάζεται πιστή αν είναι
1-1.

Θεώρημα 3.1 Κάθε άλγεβρα Banach δέχεται μία ισομετρική (άρα πιστή) ανα-
παράσταση σε κάποιον χώρο Banach.

Απόδειξη Θέτω 𝑋 = 𝒜 ⊕ ℂ και ‖(𝑥, 𝜆)‖ = ‖𝑥‖ + |𝜆|. Είναι εύκολο να δείξει
κανείς ότι ο (𝑋, ‖.‖) είναι χώρος Banach. Αν 𝑥 ∈ 𝒜 ορίζω τον τελεστή 𝜋(𝑥) ∶
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𝑋 ⟶ 𝑋 από την σχέση

𝜋(𝑥)(𝑦, 𝜆) = (𝑥𝑦 + 𝑥𝜆, 0).
Είναι φανερό ότι η απεικόνιση 𝜋(𝑥) είναι γραμμική, και είναι φραγμένη γιατί

‖𝜋(𝑥)(𝑦, 𝜆)‖ = ‖(𝑥𝑦 + 𝑥𝜆, 0)‖ = ‖𝑥𝑦 + 𝑥𝜆‖ ≤ ‖𝑥𝑦‖ + ‖𝑥𝜆‖
≤ ‖𝑥‖(‖𝑦‖ + |𝜆|) = ‖𝑥‖‖(𝑦, 𝜆)‖.

Επομένως έχουμε ορίσει μία απεικόνιση

𝜋 ∶ 𝒜 ⟶ ℬ(𝑋) ∶ 𝑥 ⟶ 𝜋(𝑥).
Η επιμεριστική ιδιότητα δείχνει ότι 𝜋(𝑥 + 𝑦) = 𝜋(𝑥) + 𝜋(𝑦) και η προσεται-
ριστική δείχνει ότι 𝜋(𝑥𝑦) = 𝜋(𝑥) ∘ 𝜋(𝑦) για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜. Η 𝜋 είναι δηλαδή
μορφισμός, και η προηγούμενη ανισότητα δείχνει ότι ‖𝜋(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖. Επιπλέον
όμως έχουμε ‖𝜋(𝑥)(0, 1)‖ = ‖(𝑥, 0)‖ = ‖𝑥‖, άρα τελικά

‖𝜋(𝑥)‖ = ‖𝑥‖.

Επομένως η 𝜋 είναι πράγματι μία ισομετρική παράσταση της 𝒜 στον Χ. 2

Παρατήρηση 1 Ο κλειστός υπόχωρος 𝑋1 = {(𝑥, 0) ∶ 𝑥 ∈ 𝒜} του Χ είναι 𝜋-
αναλλοίωτος, δηλαδή 𝜋(𝑥)(𝑋1) ⊆ 𝑋1 για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜. Επομένως αν θέσουμε
𝜋1(𝑥) = 𝜋(𝑥)|𝑋1, τότε 𝜋1(𝑥) ∈ ℬ(𝑋1) και η απεικόνιση 𝜋1 είναι μία παρά-
σταση της 𝒜 στον ‘μικρότερο’ χώρο Banach 𝑋1. Aν η 𝒜 έχει μονάδα, τότε και η
𝜋1 είναι ισομετρική (άρα πιστή). Αν όμως η 𝒜 δεν έχει μονάδα, είναι δυνατόν
η 𝜋1 να μην είναι πιστή (π.χ. όταν 𝑥𝑦 = 0 για κάθε 𝑦 ∈ 𝒜, τότε 𝜋1(𝑥) = 0).
Παρατήρηση 2 Η παράσταση που κατασκευάσθηκε στην απόδειξη του Θε-
ωρήματος δεν είναι ποτέ επί της ℬ(𝑋) (εκτός από την τετριμμένη περίπτωση
𝒜 = ℂ). Στην περίπτωση 𝑋 = 𝒜 ⊕ ℂ, αυτό φαίνεται αμέσως από το γεγονός
ότι 𝜋(𝑥)(𝑋) ⊆ 𝑋1 για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜. Αλλά και στην περίπτωση της 𝜋1, μπορεί
κανείς πάντα να βρεί κατάλληλα 𝑥 ∈ 𝒜, 𝑦∗ ∈ 𝒜∗ ώστε ο τελεστής 𝑇 ∈ ℬ(𝑋1)
όπου 𝑇 (𝑧) = 𝑦∗(𝑧)𝑥 (𝑧 ∈ 𝒜) να μην είναι της μορφής 𝑇 (𝑧) = 𝜋1(𝑤)𝑧 για
κάποιο 𝑤 ∈ 𝒜 (άσκηση).
Ειδικότερα αν 𝒜 = 𝑀𝑛(ℂ) = ℬ(ℂ𝑛), ο χώρος ℬ(Χ1) έχει διάσταση 𝑛4, ενώ η
𝒜 έχει διάσταση 𝑛2.
Οι παρατηρήσεις αυτές δείχνουν ότι ο χώρος 𝑋 που επιλέξαμε είναι εν γένει
πολύ “μεγάλος”. Ετσι το Θεώρημα έχει περισσότερο θεωρητική αξία παρά πρα-
κτική χρησιμότητα. Αν δοθεί μία συγκεκριμένη άλγεβρα, ενδιαφέρεται κανείς
πολλές φορές να βρεί τον “μικρότερο” χώρο όπου μπορεί αυτή να δράσει (στο
τελευταίο παράδειγμα ο χώρος αυτός είναι προφανώς ο ℂ𝑛 και όχι ο ℬ(ℂ𝑛)).
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3.2 Η μοναδοποίηση

Όπως θα δούμε στη συνέχεια, η μονάδα σε μία άλγεβρα Banach παίζει πολύ
σημαντικό ρόλο. Υπάρχουν όμως πολύ ενδιαφέρουσες άλγεβρες που δεν έχουν
μονάδα. Μία απλή κατασκευή επιτρέπει πάντα να ‘επισυνάπτουμε’ μονάδα σε
μία άλγεβρα. Η διαδικασία αυτή επιτρέπει πολλές φορές (αλλά όχι πάντα) την
αναγωγή των προβλημάτων που αφορούν άλγεβρες χωρίς μονάδα σε προβλή-
ματα αλγεβρών με μονάδα.
Aν 𝒜 είναι μία άλγεβρα, ορίζουμε 𝒜1 = 𝒜 ⊕ ℂ. Ο χώρος 𝒜1 γίνεται άλγεβρα
αν ορίσουμε

(𝑥, 𝜆)(𝑦, 𝜇) = (𝑥𝑦 + 𝜆𝑦 + 𝜇𝑥, 𝜆𝜇) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜, 𝜆, 𝜇 ∈ ℂ.

Η 𝒜1 έχει μονάδα το στοιχείο (0, 1). Ελέγχεται άμεσα ότι το σύνολο {(𝑥, 0) ∶
𝑥 ∈ 𝒜} είναι γνήσιο ιδεώδες της 𝒜1, και μάλιστα μεγιστικό (δηλ. δεν υπάρχει
άλλο γνήσιο ιδεώδες της 𝒜1 που να το περιέχει), αφού έχει συνδιάσταση 1. Το
ιδεώδες αυτό είναι ισόμορφο, ως άλγεβρα, με την 𝒜. (Σημείωσε ότι, ακόμα και
αν η 𝒜 έχει ήδη μονάδα 𝟏, η 𝒜 είναι γνήσιο υποσύνολο της 𝒜1, και το στοιχείο
(1, 0) δεν είναι μονάδα της 𝒜1).
Ορίζουμε μία νόρμα ‖ ⋅ ‖1 στην 𝒜1 από τον τύπο

‖(𝑥, 𝜆)‖1 = ‖𝑥‖ + |𝜆|.

Όπως είδαμε και στην παράγραφο 3.1, η ‖ ⋅ ‖1 είναι πλήρης νόρμα στην 𝒜1.
Εξάλλου έχουμε

‖(𝑥, 𝜆).(𝑦, 𝜇)‖1 = ‖(𝑥𝑦 + 𝜆𝑦 + 𝜇𝑥, 𝜆𝜇)‖1 = ‖𝑥𝑦 + 𝜆𝑦 + 𝜇𝑥‖ + |𝜆𝜇|
≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ + |𝜆|‖𝑦‖ + |𝜇|‖𝑥‖ + |𝜆||𝜇|
= (‖𝑥‖ + |𝜆|)(‖𝑦‖ + |𝜇|) = ‖(𝑥, 𝜆)‖1‖(𝑦, 𝜇)‖1,

επομένως η (𝒜1, ‖ ⋅ ‖1) είναι άλγεβρα Banach. Τέλος, επειδή ‖(𝑥, 0)‖ = ‖𝑥‖ όταν
𝑥 ∈ 𝒜, η εμφύτευση της 𝒜 στην 𝒜1 είναι ισομετρική.
Δείξαμε λοιπόν ότι

Πρόταση 3.2 Κάθε άλγεβρα Banach𝒜 εμφυτεύεται ισομορφικά και ισομετρικά
ως μεγιστικό ιδεώδες σε μία άλγεβρα Banach 𝒜1 με μονάδα. Η 𝒜1 λέγεται η
μοναδοποίηση της 𝒜.

Παρατήρηση Η επιλογή της νόρμας στην 𝒜1 δεν είναι μοναδική. Παραδείγ-
ματος χάριν:
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Πρόταση 3.3 Αν η 𝒜 δεν έχει μονάδα και 𝜋 είναι μία ισομετρική παράσταση
της 𝒜 σε κάποιον χώρο Banach Χ, τότε η 𝒜1 είναι ισόμορφη, ως άλγεβρα, με
την υπάλγεβρα ℬ ∶= 𝜋(𝒜) + ℂ𝐼 της ℬ(𝑋), μέσω της απεικόνισης

(𝑥, 𝜆) ⟶ 𝜋(𝑥) + 𝜆𝐼.

Αν λοιπόν “μεταφέρουμε” την νόρμα της ℬ ⊆ ℬ(𝑋) στην 𝒜1, θέτοντας

‖(𝑥, 𝜆)‖𝜋 ∶= ‖𝜋(𝑥) + 𝜆𝐼‖

τότε η ‖ ⋅ ‖𝜋 είναι μία νέα νόρμα στην 𝒜1 η οποία είναι ισοδύναμη με την ‖ ⋅ ‖1.

Απόδειξη Ο 𝜋(𝒜) είναι πλήρης, άρα κλειστός υπόχωρος του ℬ(𝑋) και 𝐼 ∉
𝜋(𝒜). Αν ονομάσουμε 𝛿 την (θετική) απόσταση του Ι από τον 𝜋(𝒜), παρατη-
ρούμε ότι

‖𝜋(𝑥) + 𝜆𝐼‖ ≥ |𝜆|𝛿 για κάθε (𝑥, 𝜆). (*)

Επομένως αν 𝜋(𝑥)+𝜆𝐼 = 0 τότε 𝜆 = 0 και συνεπώς 𝜋(𝑥) = 0 άρα 𝑥 = 0. Αυτό
δείχνει ότι η ‖ ⋅ ‖𝜋 είναι πράγματι νόρμα στην 𝒜1.
Επίσης, αν μια ακολουθία (𝑦𝑛) (όπου 𝑦𝑛 = (𝑥𝑛, 𝜆𝑛)) συγκλίνει ως προς την
‖ ⋅ ‖𝜋, τότε από την ανισότητα (*) προκύπτει ότι η (𝜆𝑛) είναι βασική (στο ℂ),
άρα και η (𝜋(𝑥𝑛)) = (𝜋(𝑦𝑛) − 𝜆𝑛𝐼) είναι βασική στην ℬ(𝑋), και συνεπώς
η (𝑥𝑛) (είναι βασική, άρα) συγκλίνει στην 𝒜 (αφού η 𝜋 είναι ισομετρία), άρα
τελικά η (𝑦𝑛) συγκλίνει ως προς την ‖ ⋅ ‖1.
Αντίστροφα, αν μια ακολουθία (𝑦𝑛) συγκλίνει ως προς την ‖ ⋅ ‖1, τότε συγκλίνει
και ως προς την ‖ ⋅ ‖𝜋, όπως προκύπτει από την ανισότητα

‖𝜋(𝑥) + 𝜆𝐼‖ ≤ ‖𝜋(𝑥)‖ + |𝜆| = ‖𝑥‖ + |𝜆| = ‖(𝑥, 𝜆)‖1 .

Συνεπώς οι δύο νόρμες ‖ ⋅ ‖𝜋 και ‖ ⋅ ‖1 στην 𝒜1 είναι ισοδύναμες. 2

Στην περίπτωση που η 𝜋 είναι η παράσταση που κατασκευάσθηκε στην παρά-
γραφο 3.1, η νόρμα ‖ ⋅ ‖𝜋 είναι στην πραγματικότητα ίση με την ‖ ⋅ ‖1. Υπάρχουν
όμως περιπτώσεις, όπως θα δούμε αργότερα, όπου άλλες επιλογές της ‖ ⋅ ‖𝜋 εί-
ναι πιό χρήσιμες. Παραδείγματος χάριν, αν η 𝒜 είναι άλγεβρα τελεστών, τότε
η φυσιολογική επιλογή νόρμας στην μοναδοποίηση είναι η ‖ ⋅ ‖𝜋 όπου 𝜋 η ταυ-
τοτική παράσταση της 𝒜.
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4 Η ομάδα των αντιστρεψίμων στοιχείων

Έστω 𝒜 άλγεβρα με μονάδα 1. Ένα στοιχείο 𝑥 ∈ 𝒜 λέγεται αντιστρέψιμο αν
υπάρχει 𝑦 ∈ 𝒜 ώστε 𝑥𝑦 = 1 = 𝑦𝑥 (και οι δύο ισότητες είναι αναγκαίες). Το 𝑦,
αν υπάρχει, είναι μοναδικό και συμβολίζεται 𝑥−1. Το σύνολο των αντιστρεψί-
μων στοιχείων της 𝒜 είναι (εν γένει μη αβελιανή) ομάδα (ως προς το γινόμενο)
και συμβολίζεται Inv(𝒜).
Στόχος αυτής της παραγράφου είναι να αποδείξουμε ότι το σύνολο των αντι-
στρεψίμων στοιχείων μίας άλγεβρας Banach𝒜 με μονάδα είναι ανοικτό υποσύ-
νολο της 𝒜 και ότι αποτελεί τοπολογική ομάδα (στην τοπολογία της νόρμας).
Το απλό αλλά θεμελιώδες Λήμμα 4.1 που ακολουθεί δείχνει ότι, σε μία άλγεβρα
Banach, κάθε γεωμετρική σειρά, με ‘λόγο’ μικρότερο από ένα, συγκλίνει. Η από-
δειξη χρησιμοποιεί την έννοια της απόλυτης σύγκλισης. Θυμίζω ότι μία σειρά
∑ 𝑥𝑛 σ’έναν χώρο Banach συγκλίνει απόλυτα εξ ορισμού όταν η σειρά μη αρνη-
τικών αριθμών∑ ‖𝑥𝑛‖ συγκλίνει. Μιά απλή εφαρμογή της πληρότητας δείχνει
ότι, αν μία σειρά συγκλίνει απόλυτα, τότε συγκλίνει.

Λήμμα 4.1 Αν 𝑥 ∈ 𝒜 και ‖𝑥‖ < 1 τότε το (1 − 𝑥)−1 υπάρχει.

Απόδειξη Εφ’όσον ‖𝑥𝑛‖ ≤ ‖𝑥‖𝑛 και ‖𝑥‖ < 1, είναι σαφές ότι η σειρά
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛

συγκλίνει απόλυτα. Έστω 𝑦 το άθροισμά της. Παρατηρούμε ότι

𝟏−𝑥𝑛+1 = (𝟏−𝑥)(𝟏+𝑥+𝑥2+𝑥3+…+𝑥𝑛) = (𝟏+𝑥+𝑥2+𝑥3+…+𝑥𝑛)(𝟏−𝑥) .

Καθώς 𝑛 → ∞, έχουμε 𝑥𝑛+1 → 0 επομένως

1 = (1 − 𝑥)𝑦 = 𝑦(1 − 𝑥)

πράγμα που δείχνει ότι το 𝑦 είναι το αντίστροφο του 1 − 𝑥. 2

Το Λήμμα πολλές φορές διατυπώνεται ισοδύναμα ως εξής:

“Αν ‖1 − 𝑎‖ < 1 τότε το 𝑎−1 υπάρχει.”

Θεώρημα 4.2 Εστω Inv(𝒜) το σύνολο των αντιστρέψιμων στοιχείων μιάς άλ-
γεβρας Banach 𝒜. Τότε

(i) το σύνολο Inv(𝒜) είναι ανοικτό,
(ii) η απεικόνιση 𝑏 ↦ 𝑏−1 ∶ Inv(𝒜) → Inv(𝒜) είναι συνεχής (άρα ομοιομορφι-
σμός).
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Απόδειξη (i) Πρέπει να δείξουμε ότι αν 𝑎 ∈ Inv(𝒜) τότε, για κάθε 𝑥 με αρκετά
μικρή νόρμα, ισχύει 𝑎 + 𝑥 ∈ Inv(𝒜). Γράφουμε 𝑎 + 𝑥 = 𝑎(1 + 𝑎−1𝑥). Από το
Λήμμα 4.1, αν ‖𝑎−1𝑥‖ < 1 τότε το (1 + 𝑎−1𝑥) είναι αντιστρέψιμο, άρα και το
𝑎 + 𝑥 είναι αντιστρέψιμο. Επομένως αν ‖𝑥‖ < 1/‖𝑎−1‖ τότε 𝑎 + 𝑥 ∈ Inv(𝒜)
και συνεπώς η ανοικτή μπάλα με κέντρο 𝑎 και ακτίνα ‖𝑎−1‖−1 περιέχεται στο
Inv(𝒜).
(ii) Αυτό είναι άμεσο από το επόμενο Λήμμα

Λήμμα 4.3 Αν 𝑏 ∈ Inv(𝒜), 𝑦 ∈ 𝒜 και ‖𝑦‖ < (2‖𝑏−1‖)−1, τότε 𝑏 − 𝑦 ∈ Inv(𝒜)
και

‖(𝑏 − 𝑦)−1 − 𝑏−1‖ < 2‖𝑏−1‖2.‖𝑦‖

Απόδειξη Επειδή ‖𝑦𝑏−1‖ ≤ ‖𝑦‖‖𝑏−1‖ < 1 το 1 − 𝑦𝑏−1 είναι αντιστρέψιμο, άρα
και το 𝑏 − 𝑦 = (1 − 𝑦𝑏−1)𝑏 είναι αντιστρέψιμο. Έχουμε

(𝑏 − 𝑦)−1 − 𝑏−1 = 𝑏−1((1 − 𝑦𝑏−1)−1 − 1)

Αλλά
(1 − 𝑦𝑏−1)−1 =

∞
∑
𝑛=0

(𝑦𝑏−1)𝑛

άρα

(𝑏 − 𝑦)−1 − 𝑏−1 = 𝑏−1
∞

∑
𝑛=1

(𝑦𝑏−1)𝑛

επομένως

‖(𝑏 − 𝑦)−1 − 𝑏−1‖ ≤ ‖𝑏−1‖
∞

∑
𝑛=1

‖𝑦𝑏−1‖𝑛 = ‖𝑏−1‖ ‖𝑦𝑏−1‖
1 − ‖𝑦𝑏−1‖ < 2‖𝑏−1‖‖𝑦𝑏−1‖

γιατί 1 − ‖𝑦𝑏−1‖ > 1
2 . 2

5 Το φάσμα

5.1 Ορισμοί και βασικές ιδιότητες

Αν 𝑇 είναι γραμμικός τελεστής σ’έναν γραμμικό χώρο 𝑋 πεπερασμένης διά-
στασης, τότε το σύνολο 𝜎(𝑇 ) ≡ {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆𝐼 − 𝑇 ∉ Inv(ℬ(𝑋))} είναι το σύνολο
των ιδιοτιμών του 𝑇 , δηλαδή το σύνολο των ριζών του χαρακτηριστικού πο-
λυωνύμου det(𝜆𝐼 − 𝑇 ) του 𝑇 . Επειδή ο χώρος 𝑋 είναι, όπως έχουμε εξ αρχής
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υποθέσει, μιγαδικός, έπεται από το θεμελιώδες θεώρημα της άλγεβρας ότι το
𝜎(𝑇 ) δεν είναι κενό.
Οι συλλογισμοί αυτοί δεν γενικεύονται άμεσα σε απειροδιάστατους χώρους.
Πρώτα-πρώτα, η “ορίζουσα” ενός τελεστή δεν έχει έννοια εν γένει. Επίσης όμως,
το σύνολο των ιδιοτιμών ενός τελεστή μπορεί να είναι κενό:
Παράδειγμα Αν 𝑋 είναι ο χώρος Banach 𝐶([0, 1]) και 𝑀 είναι ο τελεστής που
ορίζεται από την σχέση (𝑀𝑓)(𝑡) = 𝑡𝑓(𝑡), 𝑓 ∈ 𝑋, τότε ο 𝑀 είναι φραγμένος
τελεστής και δεν έχει ιδιοτιμές. Αν όμως ορίσουμε

𝜎(𝑀) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆𝐼 − 𝑀 ∉ Inv(ℬ(𝑋))}

τότε το 𝜎(𝑀) δεν είναι κενό (μάλιστα ισούται με το συμπαγές [0, 1]).
(Οι αποδείξεις των ισχυρισμών αυτών αφήνονται στον αναγνώστη.)

Θα δείξουμε ότι το φάσμα 𝜎(𝑇 ) κάθε φραγμένου τελεστή 𝑇 σ’έναν χώρο Banach
είναι πάντα μη κενό συμπαγές υποσύνολο του ℂ.

Ορισμός 5.1 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜. Το φάσμα 𝜎(𝑥)
του 𝑥 είναι το σύνολο

𝜎(𝑥) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆1 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜)}.

Αν η 𝒜 δεν έχει μονάδα, τότε το 𝜎(𝑥) ορίζεται στην μοναδοποίηση

𝜎(𝑥) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆1 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜+)}.

Παρατήρηση Αν 𝒜 είναι άλγεβρα Banach χωρίς μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜, τότε 0 ∈
𝜎(𝑥) (γιατί;).

Θεώρημα 5.1 Το φάσμα κάθε στοιχείου 𝑎 της 𝒜 είναι μη κενό συμπαγές υπο-
σύνολο του ℂ.

Απόδειξη Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι η𝒜 έχει
μονάδα.
Δείχνουμε πρώτα ότι το 𝜎(𝑎) είναι φραγμένο. Πράγματι, αν |𝜆| > ‖𝑎‖ τότε
‖𝜆−1𝑎‖ < 1 άρα από το Λήμμα 4.1 το 𝜆1 − 𝑎 = 𝜆(1 − 𝜆−1𝑎) έχει αντίστροφο.
Επομένως το 𝜎(𝑎) περιέχεται στην κλειστή μπάλα με κέντρο 0 και ακτίνα ‖𝑎‖.
Δείχνουμε τώρα ότι το συμπλήρωμά του 𝜎(𝑎) είναι ανοικτό. Αν 𝜆 ∉ 𝜎(𝑎) τότε
𝜆1 − 𝑎 ∈ Inv(𝒜). Αλλά το Inv(𝒜) είναι ανοικτό (4.2), επομένως υπάρχει 𝜖 > 0
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ώστε κάθε 𝑏 ∈ 𝒜 με ‖𝑏 − (𝜆1 − 𝑎)‖ < 𝜖 να ανήκει στο Inv(𝒜). Άρα αν |𝜇 − 𝜆| <
𝜖 τότε 𝜇1 − 𝑎 ∈ Inv(𝒜) οπότε 𝜇 ∉ 𝜎(𝑎). (Άλλη απόδειξη: το ℂ\𝜎(𝑎) είναι
ανοικτό γιατί είναι η αντίστροφη εικόνα του ανοικτού συνόλου Ιnv(𝒜) μέσω
της συνεχούς συνάρτησης 𝜆 ↦ 𝜆1 − 𝑎.)
Για να δείξουμε ότι 𝜎(𝑎) ≠ ∅ παρατηρούμε πρώτα ότι αν 𝜆, 𝜇 ∉ 𝜎(𝑎) τότε

(𝜆1 − 𝑎)−1 − (𝜇1 − 𝑎)−1 = (𝜇 − 𝜆)(𝜆1 − 𝑎)−1(𝜇1 − 𝑎)−1

(πολλαπλασίασε και τα δύο μέλη της ισότητας με (𝜆1 − 𝑎)(𝜇1 − 𝑎), παρατη-
ρώντας ότι όλοι οι όροι μετατίθενται).³
Έστω τώρα 𝜙 ∈ 𝒜∗ (ο δυικός του χώρου Banach 𝒜).
Θέτουμε 𝑓(𝜆) = 𝜙[(𝜆1 − 𝑎)−1].
Η 𝑓 ορίζεται και είναι ολόμορφη στο ανοικτό σύνολο ℂ\𝜎(𝑎) γιατί το όριο

𝑓 ′(𝜆) = lim
𝜇→𝜆

𝑓(𝜇) − 𝑓(𝜆)
𝜇 − 𝜆

= lim
𝜇→𝜆

𝜙 ((𝜇1 − 𝑎)−1 − (𝜆1 − 𝑎)−1

𝜇 − 𝜆 )

= lim
𝜇→𝜆

𝜙 (−(𝜆1 − 𝑎)−1(𝜇1 − 𝑎)−1)

= −𝜙(𝜆1 − 𝑎)−2)

υπάρχει. Παρατήρησε ότι εδώ (και παρακάτω) χρησιμοποιούμε την συνέχεια
της αντιστροφής (Λήμμα 4.2 (ii)) καθώς και την συνέχεια της 𝜙 .
Αν το 𝜎(𝑎) ήταν κενό, η 𝑓 θα ήταν ακέραια. Εξάλλου

lim
|𝜆|→∞

|𝑓(𝜆)| = lim
|𝜆|→∞

1
|𝜆|𝜙 [(1 − 𝑎

𝜆)
−1

] = 0 .

Επομένως η 𝑓 θα ήταν ακέραια και φραγμένη, άρα σταθερή από το θεώρημα
του Liouville ([8], 5.13). Εφόσον μάλιστα έχει όριο 0 καθώς |𝜆| → ∞ θα έπρεπε
να μηδενίζεται παντού. Από το Θεώρημα Hahn-Banach όμως υπάρχει 𝜙 ώστε
𝜙(−𝑎−1) ≠ 0, δηλαδή 𝑓(0) ≠ 0, άτοπο. 2

Σημείωσε ότι στην απόδειξη χρησιμοποιήθηκε κατά ουσιώδη τρόπο η υπόθεση
ότι η 𝒜 είναι μιγαδική άλγεβρα.

Θεώρημα 5.2 (Gelfand-Mazur) Κάθε μιγαδική διαιρετική άλγεβρα Banach εί-
ναι ισομετρικά ισόμορφη με το ℂ.

³η σχέση αυτή ονομάζεται ταυτότητα του επιλύοντα (resolvent identity).
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Απόδειξη Αν 𝑎 ∈ 𝒜, υπάρχει ένα 𝜆 στο 𝜎(𝑎).Αλλά σε μία διαιρετική άλγεβρα
𝒜, κάθε μη μηδενικό στοιχείο είναι αντιστρέψιμο. Αφού το 𝜆1 − 𝑎 δεν είναι
αντιστρέψιμο, θα ισούται με 0, δηλαδή 𝑎 = 𝜆1. Επομένως η 𝒜 αποτελείται
από πολλαπλάσια της μονάδας. Είναι σαφές ότι

‖𝑎‖ = ‖𝜆1‖ = |𝜆|

και η απεικόνιση 𝑎 ↦ 𝜆 όπου 𝑎 = 𝜆1 είναι ισομετρικός ισομορφισμός. 2

Παρατήρηση Η μεταθετικότητα της άλγεβρας δεν προϋποτίθεται, αλλά είναι
ένα από τα συμπεράσματα του Θεωρήματος.

Η φασματική ακτίνα 𝜌(𝑎) ενός στοιχείου 𝑎 ∈ 𝒜 ορίζεται από τη σχέση

𝜌(𝑎) = max{|𝜆| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎)} .

Επεται από την απόδειξη του Θεωρήματος 5.1 ότι

𝜌(𝑎) ≤ ‖𝑎‖, (2)

και η ανισότητα μπορεί να είναι γνήσια (π.χ. όταν 𝑎2 = 0 τότε 𝜎(𝑎) = {0}, άρα
𝜌(𝑎) = 0).
Το φάσμα, και επομένως η φασματική ακτίνα, ενός στοιχείου ορίζονται κα-
θαρά αλγεβρικά. Το επόμενο θεώρημα εκφράζει την φασματική ακτίνα συ-
ναρτήσει της νόρμας, συνδέει δηλαδή μία καθαρά αλγεβρική ποσότητα με μία
τοπολογική. Η έκφραση αυτή θυμίζει τον τύπο

1
𝑅 = lim

𝑛→∞
|𝑎𝑛| 1

𝑛

για την ακτίνα σύγκλισης 𝑅 της (αριθμητικής) δυναμοσειράς
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧𝑛.

Θεώρημα 5.3 Αν 𝒜 είναι άλγεβρα Banach και 𝑎 ∈ 𝒜,

𝜌(𝑎) = lim
𝑛→∞

‖𝑎𝑛‖ 1
𝑛 = inf

𝑛
‖𝑎𝑛‖ 1

𝑛

Απόδειξη Επειδή πάντα ισχύει inf ‖𝑎𝑛‖ 1
𝑛 ≤ lim‖𝑎𝑛‖ 1

𝑛 ≤ lim‖𝑎𝑛‖ 1
𝑛 , αρκεί να

δείξουμε ότι

(𝑖) 𝜌(𝑎) ≤ inf ‖𝑎𝑛‖ 1
𝑛 και ότι (𝑖𝑖) lim‖𝑎𝑛‖ 1

𝑛 ≤ 𝜌(𝑎).
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(i) Αν 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎) τότε για κάθε 𝑛 ∈ ℕ έχουμε 𝜆𝑛 ∈ 𝜎(𝑎𝑛) (δες το Λήμμα 5.4
που ακολουθεί) άρα |𝜆|𝑛 ≤ ‖𝑎𝑛‖ (Θεώρημα 5.1). Επομένως |𝜆| ≤ ‖𝑎𝑛‖ 1

𝑛 . Παίρ-
νοντας maximum ως προς 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎), έχουμε 𝜌(𝑎) ≤ ‖𝑎𝑛‖ 1

𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.

(ii) Εστω 𝜙 ∈ 𝒜∗. Όπως στην απόδειξη του θεωρήματος 5.1, η συνάρτηση
ℎ(𝜆) = 𝜆𝜙[(𝜆1 − 𝑎)−1] ορίζεται και είναι ολόμορφη στο ℂ\𝜎(𝑎), άρα και στο
{𝜆 ∶ |𝜆| > 𝜌(𝑎)}. Επομένως η συνάρτηση

𝑔(𝑧) = ℎ (1
𝑧 ) = 𝜙((1 − 𝑧𝑎)−1)

ορίζεται και είναι ολόμορφη στο {𝑧 ∈ ℂ ∶ 0 < |𝑧| < 1
𝜌(𝑎)}. ⁴ Επειδή το όριο

lim
𝑧→0

𝑔(𝑧) = 𝑔(0) ∈ ℂ, (το 0 είναι επουσιώδης ανωμαλία για την 𝑔, άρα) η 𝑔
ορίζεται και είναι ολόμορφη στον δίσκο {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1

𝜌(𝑎)}, επομένως ανα-
πτύσσεται σε δυναμοσειρά

𝑔(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑐𝑛𝑧𝑛, |𝑧| < 1
𝜌(𝑎) .

Ισχυρίζομαι ότι 𝑐𝑛 = 𝜑(𝑎𝑛) για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
Πράγματι, για |𝑧| < 1

‖𝑎‖ (≤ 1
𝜌(𝑎)) ξέρουμε από το Λήμμα 4.1 ότι

(1 − 𝑧𝑎)−1 =
∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛𝑎𝑛 .

άρα, αφού η 𝜙 είναι γραμμική και συνεχής,

𝑔(𝑧) = 𝜙 ((1 − 𝑧𝑎)−1) =
∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛𝜙(𝑎𝑛), |𝑧| < 1
‖𝑎‖ .

Ο Ισχυρισμός έπεται τώρα από την μοναδικότητα της δυναμοσειράς για την 𝑔.
Επομένως η σειρά∑∞

𝑛=0 𝑧𝑛𝜙(𝑎𝑛) συγκλίνει (όχι μόνον όταν |𝑧| < 1
‖𝑎‖ αλλά και)

όταν |𝑧| < 1
𝜌(𝑎) . Κατά συνέπεια, για |𝑧| < 1

𝜌(𝑎) έχουμε lim𝑛→∞ 𝑧𝑛𝜙(𝑎𝑛) = 0.
Επομένως η ακολουθία αυτή είναι φραγμένη, δηλαδή για κάθε𝜑 ∈ 𝒜∗ υπάρχει
𝐾𝜙(𝑧) < +∞ ώστε

|𝜙(𝑧𝑛𝑎𝑛)| < 𝐾𝜙(𝑧) για κάθε 𝑛 .
⁴Εδώ θέτουμε 1

𝜌(𝑎) = +∞ όταν 𝜌(𝑎) = 0.
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Από τοΘεώρημαΟμοιομόρφουΦράγματος ([9], 3.42) συμπεραίνουμε ότι υπάρ-
χει μια σταθερά 𝐾(𝑧) (ανεξάρτητη της 𝜙) τέτοια ώστε για κάθε 𝑛 να ισχύει
‖𝑧𝑛𝑎𝑛‖ < 𝐾(𝑧), δηλαδή

‖𝑎𝑛‖ 1
𝑛 < 𝐾(𝑧) 1

𝑛

|𝑧| για κάθε 𝑛, όταν |𝑧| < 1
𝜌(𝑎) .

Επομένως lim‖𝑎𝑛‖ 1
𝑛 ≤ 1

|𝑧| για κάθε |𝑧| < 1
𝜌(𝑎) , οπότε

lim‖𝑎𝑛‖ 1
𝑛 ≤ 𝜌(𝑎)

και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Παρατηρήσεις (i) Η ύπαρξη του ορίου lim ‖𝑎𝑛‖ 1
𝑛 μπορεί να αποδειχθεί απευ-

θείας από την ανισότητα ‖𝑥𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑦‖ (άσκηση).
(ii)Το θεώρημαπου αποδείξαμε ονομάζεται συχνάΘεώρημαGelfand - Beurling.
OA. Beurling φέρεται ότι ανακάλυψε πρώτος τον τύπο της φασματικής ακτίνας
στην Αρμονική Ανάλυση, ενώ ο I. Gelfand είναι αυτός που έδωσε την απόδειξη
στην γενική περίπτωση.
Για την περίπτωση της άλγεβρας Banach 𝐿1(𝕋) ο τύπος της φασματικής ακτί-
νας ισοδυναμεί (όπως θα δούμε αργότερα) με την ισότητα

lim
𝑛→∞

1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
|𝑓 (∗𝑛)(𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡 = sup

𝑘∈ℤ
| ̂𝑓(𝑘)|

όπου 𝑓 (∗𝑛) = 𝑓 ∗ 𝑓 ∗ … ∗ 𝑓 και

̂𝑓(𝑘) = 1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑓(𝑒𝑖𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡 .

Στην απόδειξη του Θεωρήματος 5.3 χρησιμοποιήσαμε το

Λήμμα 5.4 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥) ⟹ 𝜆𝑛 ∈ 𝜎(𝑥𝑛).

Απόδειξη Εστω ότι 𝜆𝑛 ∉ 𝜎(𝑥𝑛). Εχουμε τότε
(𝑥𝑛 − 𝜆𝑛1)−1(𝑥 − 𝜆1)(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝜆 + … + 𝜆𝑛−11) = 1

άρα, επειδή όλοι οι όροι μετατίθενται,

1 = [(𝑥𝑛 − 𝜆𝑛1)−1(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝜆 + … + 𝜆𝑛−11)](𝑥 − 𝜆1)
= (𝑥 − 𝜆1)[(𝑥𝑛 − 𝜆𝑛1)−1(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝜆 + … + 𝜆𝑛−11)].

Η πρώτη ισότητα δείχνει ότι το 𝑥 − 𝜆1 έχει αριστερά αντίστροφο και η δεύτερη
ότι έχει δεξιά αντίστροφο. Συνεπώς (𝑥 − 𝜆1) ∈ Inv(𝒜) δηλαδή 𝜆 ∉ 𝜎(𝑥). 2
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5.2 Εξάρτηση του φάσματος από την άλγεβρα

Έστω𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα καιℬ κλειστή υπάλγεβρα της𝒜 με 1 ∈ ℬ.
Έστω 𝑥 ∈ ℬ. Αν 𝑥 ∈ Inv(ℬ), τότε βέβαια 𝑥 ∈ Inv(𝒜). Το αντίστροφο όμως δεν
ισχύει κατ’ανάγκην:
Παράδειγμα Έστω 𝒜 = 𝐶(𝕋), ℬ = 𝐴(𝔻) (Παράγραφος 2.5). Αν 𝑥 ∈ ℬ είναι
η συνάρτηση 𝑥(𝑧) = 𝑧 (𝑧 ∈ 𝕋), τότε 𝑥−1 ∈ 𝒜 αλλά 𝑥−1 ∉ ℬ, γιατί η (συνεχής)
συνάρτηση 𝑧 ⟶ 𝑧−1 (𝑧 ∈ 𝕋) δεν δέχεται ολόμορφη επέκταση στον δίσκο.
Επομένως αν θέσουμε

𝜎𝐴(𝑥) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆1 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜)}
𝜎𝐵(𝑥) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆1 − 𝑥 ∉ Inv(ℬ)}

τότε από τα προηγούμενα είναι σαφές ότι, αν 𝑥 ∈ ℬ,
𝜎𝐴(𝑥) ⊆ 𝜎𝐵(𝑥)

και ότι εν γένει δεν ισχύει ισότητα. Δηλαδή καθώς η ℬ “μικραίνει”, το 𝜎𝐵(𝑥)
“μεγαλώνει”. Ομως το sup{|𝜆| ∶ 𝜆1 − 𝑥 ∉ Inv(ℬ)} δεν μεταβάλλεται, γιατί
(όπως φαίνεται από τον τύπο της φασματικής ακτίνας (5.3)) εξαρτάται μόνον
από την ‖𝑥‖, και όχι από την ℬ. Θα δείξουμε μάλιστα ότι το 𝜎𝐵(𝑥) προκύπτει
από το 𝜎𝐴(𝑥) “γεμίζοντας” κάποιες από τις “τρύπες” του 𝜎𝐴(𝑥).
Θα χρειασθεί ένα τοπολογικό λήμμα. Θυμίζω ότι (συνεκτική) συνιστώσα σ’
έναν τοπολογικό χώρο λέγεται ένα μεγιστικό συνεκτικό υποσύνολο του χώρου.
Το σύνορο ενός υποσυνόλου 𝑉 συμβολίζεται 𝜕𝑉 .

Λήμμα 5.5 Έστω 𝑋 τοπολογικός χώρος, 𝑉 ⊆ 𝑊 ⊆ 𝑋 ανοικτά σύνολα ώστε
𝜕𝑉 ∩ 𝑊 = ∅. Τότε το 𝑉 είναι ένωση συνεκτικών συνιστωσών του 𝑊 .

Απόδειξη Θα δείξω ότι κάθε συνιστώσα Ω του 𝑊 που τέμνει το 𝑉 περιέχεται
σ’αυτό. Πράγματι, αν 𝑈 = 𝑋\𝑉 , τα 𝑈, 𝑉 είναι ξένα ανοικτά σύνολα και το Ω
περιέχεται στην ένωσή τους, γιατί

Ω ⊆ 𝑉 ∪ (𝑋\𝑉 ) = 𝑉 ∪ (𝑋\𝑉 ) ∪ 𝜕𝑉 = 𝑉 ∪ 𝑈 ∪ 𝜕𝑉
αλλά Ω ⊆ 𝑊 , άρα Ω ∩ 𝜕𝑉 = ∅.
Αφού τοΩ είναι συνεκτικό καιΩ∩𝑉 ≠ ∅, θα ισχύει ότιΩ∩𝑈 = ∅, άραΩ ⊆ 𝑉 .
Επεται ότι

𝑉 = ⋃{Ω ⊆ 𝑊 συνεκτική συνιστώσα ∶ 𝑉 ∩ Ω ≠ ∅}
γιατί κάθε 𝑥 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑊 περέχεται σε μία συνιστώσα του 𝑊. 2
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Θεώρημα 5.6 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και ℬ κλειστή υπάλγεβρα
της 𝒜 με 1 ∈ ℬ. Τότε

(i) Inv(ℬ) = ⋃{𝑈 ⊆ (ℬ ∩ Inv(𝒜)) συνεκτική συνιστώσα ∶ 𝑈 ∩ Inv(ℬ) ≠ ∅}.
(ii) Αν 𝑥 ∈ ℬ, τότε το 𝜎𝐵(𝑥) είναι ένωση του 𝜎𝐴(𝑥) και κάποιων από τις φραγ-
μένες συνεκτικές συνιστώσες του ℂ\𝜎𝐴(𝑥). Συγκεκριμένα, αν 𝒞 είναι το σύ-
νολο των συνεκτικών συνιστωσών του ℂ\𝜎𝐴(𝑥), τότε

𝜎𝐵(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥) ∪ ⋃{𝑉 ∈ 𝒞 ∶ 𝑉 ⊆ 𝜎𝐵(𝑥)}.

Απόδειξη (i) Εφαρμόζουμε το Λήμμα στον τοπολογικό χώρο 𝑋 = ℬ για τα
ανοικτά σύνολα 𝑉 = Inv(ℬ) και 𝑊 = ℬ ∩ Inv(𝒜). Αρκεί να δείξουμε ότι
𝜕𝑉 ∩ 𝑊 = ∅.
Αν 𝑦 ∈ 𝜕𝑉 ∩ 𝑊, υπάρχουν 𝑥𝑛 ∈ 𝑉 ώστε ‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ → 0. Επειδή 𝑥𝑛 ∈ Inv(ℬ) ⊆
Inv(𝒜) και 𝑦 ∈ Inv(𝒜), έπεται από την συνέχεια της 𝑎 → 𝑎−1 στο Inv(𝒜) ότι
‖𝑥−1

𝑛 − 𝑦−1‖ → 0. Αυτό όμως αντιφάσκει με τον επόμενο ισχυρισμό:
Ισχυρισμός ‖𝑥−1

𝑛 ‖ → ∞.
ΑπόδειξηΑν όχι, η (𝑥−1

𝑛 ) θα είχε μίαφραγμένη υπακολουθία, έστω (𝑦−1
𝑛 ). Υπάρ-

χει 𝑛 ∈ ℕ ώστε ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ < 1
𝑀 , όπου Μ = sup ‖𝑦−1

𝑛 ‖. Τότε όμως
‖1 − 𝑦−1

𝑛 𝑦‖ ≤ ‖𝑦−1
𝑛 ‖.‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ < 1, οπότε 𝑦−1

𝑛 𝑦 ∈ Inv(ℬ) (Λήμμα 4.1) άρα και
𝑦 ∈ Inv(ℬ) = 𝑉 . Αυτό όμως αποκλείεται, γιατί 𝑦 ∈ 𝜕𝑉 ενώ το 𝑉 είναι ανοικτό.
Ο Ισχυρισμός αποδείχθηκε.

(ii) Θέτουμε ΩΑ = ℂ\𝜎𝐴(𝑥), Ω𝐵 = ℂ\𝜎𝐵(𝑥). Τα Ω𝐴, ΩΒ είναι ανοικτά υπο-
σύνολα του ℂ και Ω𝐵 ⊆ Ω𝐴. Επίσης 𝜕Ω𝐵 ∩ Ω𝐴 = ∅ γιατί αν 𝜆 ∈ 𝜕Ω𝐵 τότε
𝜆1 − 𝑥 ∈ 𝜕Inv(ℬ) οπότε, από την απόδειξη του (i), 𝜆1 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜) δηλαδή
𝜆 ∉ Ω𝐴.
Aπό το Λήμμα, το Ω𝐵 θα είναι ένωση κάποιων από τις συνεκτικές συνιστώσες
του Ω𝐴:

Ω𝐵 = ⋃{𝑉 ⊆ Ω𝐴 συνεκτική συνιστώσα ∶ 𝑉 ∩ Ω𝐵 ≠ ∅}
= ⋃{𝑉 ∈ 𝒞 ∶ 𝑉 ∩ ΩΒ ≠ ∅}

Συνεπώς το 𝜎𝐵(𝑥) θα αποτελείται από το 𝜎𝐴(𝑥) και τις υπόλοιπες συνεκτικές
συνιστώσες του Ω𝐴, εκείνες που δεν τέμνουν το ΩΒ, δηλ. που περιέχονται στο
𝜎𝐵(𝑥):

𝜎𝐵(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥) ∪ (𝜎𝐵(𝑥) ∩ Ω𝐴)
= 𝜎𝐴(𝑥) ∪ ⋃{𝑉 ∈ 𝒞 ∶ 𝑉 ⊆ 𝜎𝐵(𝑥)}
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Παρατήρησε τέλος ότι στο 𝜎𝐵(𝑥) περιέχονται μόνον φραγμένες συνιστώσες του
ΩΑ, γιατί, αφού το 𝜎𝐵(𝑥) είναι φραγμένο, η (μοναδική) μη φραγμένη συνι-
στώσα του ΩΑ δεν μπορεί να περιέχεται στο 𝜎𝐵(𝑥), συνεπώς περιέχεται στο
ΩΒ. 2

Πόρισμα 5.7 Αν 𝑥 ∈ ℬ και το 𝜎𝐴(𝑥) δεν χωρίζει το επίπεδο (δηλαδή αν το
ℂ\𝜎𝐴(𝑥) είναι συνεκτικό), τότε 𝜎𝐵(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥).

Απόδειξη Στην περίπτωση αυτή το ℂ\𝜎𝐴(𝑥) δεν έχει φραγμένες συνιστώσες,
άρα δεν τέμνει το 𝜎𝐵(𝑥). 2

Πόρισμα 5.8 Mε τις υποθέσεις του θεωρήματος,

𝜕𝜎𝐵(𝑥) ⊆ 𝜎𝐴(𝑥) ⊆ 𝜎𝐵(𝑥) .

Απόδειξη Οι συνιστώσες του ανοικτού συνόλου ΩΑ = ℂ\𝜎𝐴(𝑥) είναι ανοικτά
σύνολα (γιατί αν 𝑉 ⊆ Ω𝐴 είναι συνιστώσα και 𝜆 ∈ 𝑉 , διαλέγοντας 𝜀 > 0 ώστε
𝐵(𝜆, 𝜀) ⊆ ΩΑ παρατηρούμε ότι το 𝑉 ∪ 𝐵(𝜆, 𝜀) είναι συνεκτικό και συνεπώς
περιέχεται στο 𝑉 ). Επομένως η ένωση

⋃{𝑉 ∈ 𝒞 ∶ 𝑉 ⊆ 𝜎𝐵(𝑥)}

είναι ανοικτό υποσύνολο του 𝜎𝐵(𝑥), άρα δεν τέμνει το σύνορο του. Αλλά

⋃{𝑉 ∈ 𝒞 ∶ 𝑉 ⊆ 𝜎𝐵(𝑥)} ∪ 𝜎𝐴(𝑥) = 𝜎𝐵(𝑥)

από το Θεώρημα. Συνεπώς 𝜕𝜎𝐵(𝑥) ⊆ 𝜎𝐴(𝑥).
Ας δώσουμε και μία απευθείας απόδειξη του Πορίσματος:
Έστω 𝜆 ∈ 𝜕𝜎𝐵(𝑥). Τότε υπάρχει ακολουθία (𝜆𝑛) στο ℂ\𝜎𝐵(𝑥) ώστε 𝜆𝑛 → 𝜆.
Αν 𝜆 ∉ 𝜎𝒜(𝑥) τότε το (𝜆1 − 𝑥)−1 υπάρχει στην 𝒜 οπότε, από τη συνέχεια
της αντιστροφής (4.2(ii)), η ακολουθία ((𝜆𝑛1 − 𝑥)−1) συγκλίνει στο (𝜆1−𝑥)−1

στην 𝒜. Αυτό σημαίνει ότι η ((𝜆𝑛1 − 𝑥)−1) είναι βασική ακολουθία στοιχείων
της ℬ, άρα συγκλίνει στην ℬ στο ίδιο όριο (𝜆1 − 𝑥)−1, πράγμα που αντιβαίνει
στο γεγονός ότι 𝜆 ∈ 𝜎𝐵(𝑥). 2

Πόρισμα 5.9 Αν 𝑥 ∈ ℬ και το 𝜎𝐵(𝑥) έχει κενό εσωτερικό, τότε 𝜎𝐵(𝑥) =
𝜎𝐴(𝑥).
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Απόδειξη Αν το 𝜎𝐵(𝑏) έχει κενό εσωτερικό, τότε 𝜕𝜎𝐵(𝑏) = 𝜎𝐵(𝑏). 2

Παρατήρηση Έστωℬ άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑥 ∈ ℬ.Αν το 𝜎Β(𝑥) δεν
χωρίζει το επίπεδο, τότε το φάσμα του 𝑥 δεν “μεγαλώνει” καθώς “μικραίνει”
η άλγεβρα ως προς την οποία υπολογίζεται ( 5.7). Αυτό συμβαίνει π.χ. όταν
𝜎Β(𝑥) ⊆ ℝ ή όταν 𝜎Β(𝑥) = 𝐵(0, 1) ∪ 𝐵(3, 1).
Αν πάλι το 𝜎Β(𝑥) έχει κενό εσωτερικό, τότε το φάσμα του 𝑥 δεν “μικραίνει”
καθώς “μεγαλώνει” η άλγεβρα ως προς την οποία υπολογίζεται ( 5.9). Αυτό
συμβαίνει π.χ. όταν 𝜎Β(𝑥) ⊆ ℝ ή όταν 𝜎Β(𝑥) = 𝕋.
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6 Παράρτημα:
Συναρτήσεις με τιμές σε χώρους Banach

6.1 Ολοκλήρωμα συνεχούς συνάρτησης

Eστω 𝑋 χώρος Banach, 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑋 συνεχής συνάρτηση. Το ολοκλήρωμα

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ∈ 𝑋

ορίζεται ως το ‖ ⋅ ‖𝑋-όριο των μερικών αθροισμάτων:
Aν 𝑃 = {𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑛 = 𝑏} είναι διαμέριση του [𝑎, 𝑏], ορίζουμε

𝑆(𝑓, 𝑃 ) =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑓(𝑡𝑘)(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1).

Η ομοιόμορφη συνέχεια της 𝑓 στο [𝑎, 𝑏] δείχνει ότι το δίκτυο {𝑆(𝑓, 𝑃 )}𝑃 συ-
γκλίνει⁵ και το ολοκλήρωμα ∫𝑏

𝑎 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 είναι εξ ορισμού το όριό του.
Για κάθε 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ έχουμε

𝑥∗ (∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡) = 𝑥∗(lim

𝑃
𝑆(𝑓, 𝑃 )) = lim

𝑃

𝑛
∑
𝑘=1

𝑥∗(𝑓(𝑡𝑘))(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1)

= ∫
𝑏

𝑎
𝑥∗(𝑓(𝑡))𝑑𝑡. (3)

Επίσης, επειδή

‖𝑆(𝑓, 𝑃 )‖ ≤
𝑛

∑
𝑘=1

‖𝑓(𝑡𝑘)‖(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) ,

δεν είναι δύσκολο να δείξεις ότι

∥∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡∥ ≤ ∫

𝑏

𝑎
‖𝑓(𝑡)‖𝑑𝑡 ≤ (𝑏 − 𝑎)‖𝑓‖∞

⁵Πράγματι, για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε ‖𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)‖ < 𝜀 όταν 𝑡, 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏] και
|𝑡−𝑠| < 𝛿. Αν𝒫𝜊 είναι μία διαμέριση του [𝑎, 𝑏] με |𝑡𝑘 −𝑡𝑘−1| < 𝛿 για κάθε 𝑘, ελέγχεται εύκολα
ότι κάθε εκλέπτυνσή της 𝒫 ικανοποιεί ‖𝑆(𝑓, 𝑃) − 𝑆(𝑓, 𝒫𝑜)‖ < 𝜀(𝑏 − 𝑎) ‖𝑓‖∞ (όπου ‖𝑓‖∞ =
sup{‖𝑓(𝑡)‖ ∶ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}. Συνεπώς αν 𝒫1, 𝒫2 είναι εκλεπτύνσεις της 𝒫𝜊, τότε ‖𝑆(𝑓, 𝒫1) −
𝑆(𝑓, 𝒫2)‖ < 2𝜀(𝑏−𝑎) ‖𝑓‖∞, πράγμαπου δείχνει ότι το δίκτυο {𝑆(𝑓, 𝑃)}𝑃 είναι δίκτυοCauchy,
άρα, εφόσον ο Χ είναι χώρος Banach, συγκλίνει.
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όπου ‖𝑓‖∞ = sup{‖𝑓(𝑡)‖ ∶ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}. Αν λοιπόν𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑋) είναι ο χώρος όλων
των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] ⟶ 𝑋, η απεικόνιση

(𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑋), ‖ ⋅ ‖∞) → (𝑋, ‖ ⋅ ‖) ∶ 𝑓 → ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

που είναι προφανώς γραμμική, είναι συνεχής.
Αν 𝛾 ∶ [0, 1] → ℂ είναι μία κατά τμήματα λεία καμπύλη και 𝑓 ∶ 𝛾∗ → 𝑋 είναι
συνεχής συνάρτηση (όπου 𝛾∗ = 𝛾([0, 1]) ⊆ ℂ), ορίζουμε

∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ∫
1

0
𝑓(𝛾(𝑡))𝛾′(𝑡)𝑑𝑡.

6.2 Ολόμορφες συναρτήσεις

Εστω 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό σύνολο και 𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑋. Η 𝑓 λέγεται ολόμορφη αν για
κάθε 𝑧 ∈ 𝑈 υπάρχει 𝑓 ′(𝑧) ∈ 𝑋 ώστε

lim
𝑤→𝑧

∥𝑓(𝑤) − 𝑓(𝑧)
𝑤 − 𝑧 − 𝑓 ′(𝑧)∥ = 0.

Παράδειγμα 6.1 Στην απόδειξη του Θεωρήματος 5.1 δείξαμε ότι, αν 𝑎 είναι
ένα στοιχείο μιάς άλγεβρας Banach𝒜 με μονάδα, η επιλύουσα συνάρτηση 𝑟(𝜆) =
(𝜆1 − 𝑎)−1 ορίζεται και είναι ολόμορφη στο ανοικτό σύνολο ℂ\𝜎(𝑎), γιατί

lim
𝜇→𝜆

∥𝑟(𝜇) − 𝑟(𝜆)
𝜇 − 𝜆 + (𝜆1 − 𝑎)−2∥ =

lim
𝜇→𝜆

∥−(𝜆1 − 𝑎)−1(𝜇1 − 𝑎)−1 + (𝜆1 − 𝑎)−2∥ = 0 .

Η 𝑓 λέγεται ασθενώς ολόμορφη αν για κάθε 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ η συνάρτηση 𝑥∗ ∘ 𝑓 ∶
𝑈 → ℂ είναι ολόμορφη.
Μία ολόμορφη συνάρτηση είναι ασθενώς ολόμορφη. Πράγματι, για κάθε 𝑥∗ ∈
𝑋∗ έχουμε

∣𝑥
∗(𝑓(𝑤)) − 𝑥∗(𝑓(𝑧))

𝑤 − 𝑧 − 𝑥∗(𝑓 ′(𝑧))∣ =

= ∣𝑥∗ (𝑓(𝑤) − 𝑓(𝑧)
𝑤 − 𝑧 − 𝑓 ′(𝑧))∣ ≤ ‖𝑥∗‖ ∥𝑓(𝑤) − 𝑓(𝑧)

𝑤 − 𝑧 − 𝑓 ′(𝑧)∥ ,
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πράγμαπου δείχνει ότι η παράγωγος (𝑥∗∘𝑓)′ υπάρχει και μάλιστα (𝑥∗∘𝑓)′(𝑧) =
𝑥∗(𝑓 ′(𝑧)).
Παραδείγματος χάριν, οι δυναμοσειρές με συντελεστές στο 𝑋 ορίζουν ολόμορ-
φες συναρτήσεις:

Πρόταση 6.2 Εστω 𝑎𝑘 ∈ 𝑋 (𝑘 = 0, 1, …) και

𝑅 = 1
lim𝑛‖𝑎𝑘‖1/𝑘 .

Για κάθε 𝑧𝑜 ∈ ℂ η δυναμοσειρά

𝑓(𝑧) =
∞

∑
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘 (4)

συγκλίνει απόλυτα (δηλ. ∑𝑘 ‖𝑎𝑘‖.|𝑧 − 𝑧𝑜|𝑘 < ∞) όταν |𝑧 − 𝑧𝑜| < 𝑅 και η
σύγκλιση είναι ομοιόμορφη σε κάθε συμπαγές υποσύνολο του ανοικτού δίσκου
𝐷(𝑧𝑜, 𝑅) ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧 − 𝑧0| < 𝑅}. Η 𝑓 είναι ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη
στον δίσκο 𝐷(𝑧𝑜, 𝑅) με τιμές στον 𝑋.

Επιπλέον η 𝑓 είναι απεριόριστα παραγωγίσιμη στον 𝐷(𝑧𝑜, 𝑅) και οι συντελε-
στές της δυναμοσειράς ορίζονται μοναδικά από την σχέση

𝑎𝑘 = 𝑓 (𝑘)(𝑧𝑜)
𝑘! .

Απόδειξη. Είναι ακριβώς η ίδια με την περίπτωση 𝑎𝑘 ∈ ℂ. Συνοπτικά, για
κάθε 𝜌 < 𝑅, η δυναμοσειρά (4) συγκλίνει απόλυτα όταν |𝑧 − 𝑧𝑜| < 𝜌 από το
κριτήριο ρίζας, και η πληρότητα του 𝑋 εξασφαλίζει ότι μία σειρά που συγκλί-
νει απόλυτα, συγκλίνει ως προς την νόρμα του 𝑋. Το κριτήριο ρίζας δείχνει
επίσης ότι η δυναμοσειρά

𝑔(𝑧) =
∞

∑
𝑘=1

𝑘𝑎𝑘(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘−1

έχει την ίδια ακτίνα σύγκλισης με την (4), επομένως ορίζει ένα στοιχείο 𝑔(𝑧) ∈
𝑋 για κάθε 𝑧 ∈ 𝐷(𝑧𝑜, 𝑅).
Θα δείξουμε ότι η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο την 𝑔. Υποθέτουμε χωρίς
βλάβη της γενικότητας ότι 𝑧𝑜 = 0. Για 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐷(0, 𝜌) με 𝑧 ≠ 𝑤, έχουμε

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑤)
𝑧 − 𝑤 − 𝑔(𝑤) =

∞
∑
𝑘=1

𝑎𝑘 (𝑧𝑘 − 𝑤𝑘

𝑧 − 𝑤 − 𝑘𝑤𝑘−1) .
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Ένας υπολογισμός δείχνει ότι ο αριθμός (𝑧𝑘 − 𝑤𝑘

𝑧 − 𝑤 − 𝑘𝑤𝑘−1) στην παραπάνω

παρένθεση μηδενίζεται για 𝑘 = 1 και φράσσεται από |𝑧 − 𝑤|𝑘(𝑘 − 1)
2 𝜌𝑘−2 για

𝑘 ≥ 2. Συνεπώς

∥𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑤)
𝑧 − 𝑤 − 𝑔(𝑤)∥ ≤ |𝑧 − 𝑤|

∞
∑
𝑘=2

‖𝑎𝑘‖𝑘2𝜌𝑘−2.

Αλλά, εφόσον 𝜌 < 𝑅, το κριτήριο ρίζας δείχνει ότι η σειρά θετικών όρων
∞
∑
𝑘=2

‖𝑎𝑘‖𝑘2𝜌𝑘−2 συγκλίνει. Επομένως από την τελευταία ανισότητα έχουμε ότι

lim
𝑧→𝑤

∥𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑤)
𝑧 − 𝑤 − 𝑔(𝑤)∥ = 0 . 2

Παρατήρηση. Αν η 𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑋 είναι ασθενώς συνεχής, δηλ. αν για κάθε
𝑥∗ ∈ 𝑋∗ η συνάρτηση 𝑥∗ ∘ 𝑓 ∶ 𝑈 → ℂ είναι συνεχής, δεν έπεται ότι η ίδια η
𝑓 είναι (norm-) συνεχής (παράδειγμα;). Αν όμως η 𝑓 είναι ασθενώς ολόμορφη,
τότε

Λήμμα 6.3 Κάθε ασθενώς ολόμορφη συνάρτηση είναι ‖ ⋅ ‖-συνεχής.

Απόδειξη⁶ Έστω 𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑋 ασθενώς ολόμορφη και 𝑧𝑜 ∈ 𝑈 . Aν η 𝑓 δεν είναι
συνεχής στο 𝑧𝑜, υπάρχει 𝜀 > 0 και ακολουθία (𝑧𝑛) στο 𝑈 ώστε |𝑧𝑛 − 𝑧𝑜| < 1/𝑛
και ‖𝑓(𝑧𝑛) − 𝑓(𝑧𝑜)‖ ≥ 𝜀, οπότε

∥𝑓(𝑧𝑛) − 𝑓(𝑧𝑜)
𝑧𝑛 − 𝑧𝑜

∥ ≥ 𝑛𝜀 . (5)

Θέτω
𝑥𝑛 = 𝑓(𝑧𝑛) − 𝑓(𝑧𝑜)

𝑧𝑛 − 𝑧𝑜
∈ 𝑋

και παρατηρώ ότι η ακολουθία (𝑥𝑛) είναι ασθενώς φραγμένη. Πράγματι, για
κάθε 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ η παράγωγος (𝑥∗ ∘ 𝑓)′(𝑧𝑜) υπάρχει, επομένως
lim𝑛 𝑥∗(𝑥𝑛) = (𝑥∗ ∘ 𝑓)′(𝑧𝑜) και άρα η ακολουθία (𝑥∗(𝑥𝑛)) είναι φραγμένη.
Από την αρχή ομοιομόρφου φράγματος, η (𝑥𝑛) είναι φραγμένη στον𝑋, πράγμα
που αντιφάσκει με την (5). 2

⁶Ευχαριστώ τον Π. Καλαμπόκα για την απόδειξη αυτή.
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Θεώρημα 6.4 Κάθε ασθενώς ολόμορφη συνάρτηση είναι τοπικά παραστάσιμη
ως (norm-συγκλίνουσα) δυναμοσειρά, και συνεπώς είναι ολόμορφη.

Απόδειξη. Έστω 𝑧𝑜 ∈ 𝑈 . Επιλέγω 𝜌 > 0 ώστε ο κλειστός δίσκος 𝐷(𝑧0, 𝜌) ∶=
{𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧 − 𝑧0| ≤ 𝜌} να περιέχεται στο 𝑈 . Θέτω 𝛾(𝑡) = 𝑧𝑜 + 𝜌𝑒𝑖𝑡 (𝑡 ∈ [0, 2𝜋]).
Για κάθε 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, επειδή η 𝑥∗ ∘ 𝑓 είναι ολόμορφη στο 𝑈 , είναι παραστάσιμη
με δυναμοσειρά σε μια περιοχή του 𝐷(𝑧0, 𝜌), οπότε υπάρχουν 𝑐𝑘(𝑥∗) ∈ ℂ ώστε
για κάθε 𝑧 ∈ 𝐷(𝑧0, 𝜌)

𝑥∗(𝑓(𝑧)) =
∞

∑
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑥∗)(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘 .

Μάλιστα, είναι γνωστό ότι οι συντελεστές 𝑐𝑘(𝑥∗) δίνονται από τους τύπους

𝑐𝑘(𝑥∗) = 1
2𝜋𝑖 ∫

𝛾

𝑥∗(𝑓(𝑤))
(𝑤 − 𝑧𝑜)𝑘+1 𝑑𝑤.

Όμως, αφού η 𝑓 είναι (norm-) συνεχής, τα ολοκληρώματα

𝑥𝑘 = 1
2𝜋𝑖 ∫

𝛾

𝑓(𝑤)
(𝑤 − 𝑧𝑜)𝑘+1 𝑑𝑤 = 1

2𝜋𝑖 ∫
2𝜋

0

𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)
(𝜌𝑒𝑖𝑡 − 𝑧𝑜)𝑘+1 𝑖𝜌𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡

υπάρχουν στον Χ, και από την (3) έχουμε 𝑐𝑘(𝑥∗) = 𝑥∗(𝑥𝑘) για κάθε 𝑘 ∈ ℕ.
Αρκεί λοιπόν να δείξω ότι η δυναμοσειρά 𝑔(𝑧) =

∞
∑
𝑘=0

𝑥𝑘(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘 συγκλίνει

ως προς την νόρμα του Χ όταν |𝑧 − 𝑧𝑜| < 𝜌, γιατί τότε θα έχουμε 𝑥∗(𝑓(𝑧)) =
𝑥∗(𝑔(𝑧)) για κάθε 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ από την (3), οπότε 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧) από το θεώρημα
Hahn - Banach.
Επειδή η 𝑓 είναι συνεχής στο συμπαγές σύνολο 𝛾∗, υπάρχει Μ ώστε ‖𝑓(𝑤)‖ ≤
𝑀 για κάθε 𝑤 ∈ 𝛾∗, οπότε

‖𝑓(𝑤)‖
|𝑤 − 𝑧𝑜|𝑘+1 ≤ 𝑀

𝜌𝑘+1 για κάθε 𝑤 ∈ 𝛾∗, άρα ‖𝑥𝑘‖ ≤ 𝑀
𝜌𝑘 ,

και επομένως lim‖𝑥𝑘‖1/𝑘 ≤ 1/𝜌, πράγμα που δείχνει ότι η ακτίνα σύγκλισης
της δυναμοσειράς

∞
∑
𝑘=0

𝑥𝑘(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘 είναι τουλάχιστον 𝜌. 2

Πόρισμα 6.5 Έστω 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό σύνολο και 𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑋 ολόμορφη συνάρ-
τηση. Για κάθε 𝑧𝑜 ∈ 𝑈 υπάρχει δίσκος 𝐷(𝑧𝑜, 𝑅𝑜) ⊆ 𝑈 (όπου 𝑅𝑜 = 𝑑(𝑧𝑜, 𝜕𝑈))
και 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 ώστε

𝑓(𝑧) =
∞

∑
𝑘=0

𝑥𝑘(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘
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για 𝑧 ∈ 𝐷(𝑧𝑜, 𝑅𝑜). Μάλιστα οι συντελεστές 𝑥𝑛 δίδονται από την σχέση

𝑥𝑛 = 1
2𝜋𝑖 ∫

𝛾

𝑓(𝑤)
(𝑤 − 𝑧𝑜)𝑛+1 𝑑𝑤

όπου 𝛾 είναι κύκλος κέντρου 𝑧𝑜 και ακτίνας 𝜌 < 𝑅𝑜.

6.3 Θεωρήματα Cauchy

Στην παράγραφο αυτή θα υπενθυμίσω, χωρίς αποδείξεις, τις έννοιες και απο-
τελέσματα από την Μιγαδική Ανάλυση στην μορφή που θα χρησιμοποιηθούν
στη συνέχεια. Αναφέρω επίσης την επέκταση των αποτελεσμάτων αυτών για
συναρτήσεις με τιμές σε χώρους Banach.
Όλες οι καμπύλες θα υποτίθενται κατά τμήματα λείες (δηλαδή συνεχείς συ-
ναρτήσεις 𝛾 ∶ [0, 1] ⟶ ℂ ώστε η 𝛾′ να υπάρχει και να είναι φραγμένη πα-
ντού εκτός από πεπερασμένο πλήθος σημείων). Αν 𝛾 ∶ [0, 1] → ℂ είναι μία
καμπύλη, γράφουμε 𝛾∗ = 𝛾([0, 1]). Αν 𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑛 είναι κλειστές καμπύλες,
θέτουμε Γ∗ = 𝛾∗

1 ∪ 𝛾∗
2 ∪ … ∪ 𝛾∗

𝑛. Σύστημα καμπύλων Γ ονομάζουμε την γραμ-
μική απεικόνιση που ορίζεται στο σύνολο των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων
𝜙 ∶ Γ∗ ⟶ ℂ από την σχέση

∫
Γ

𝜙 =
𝑛

∑
𝑘=1

∫
𝛾𝑘

𝜙.

Ειδικότερα, για 𝑧 ∉ Γ∗ θέτουμε

IndΓ(𝑧) =
𝑛

∑
𝑘=1

Ind𝛾𝑘
(𝑧) =

𝑛
∑
𝑘=1

1
2𝜋𝑖 ∫

𝛾𝑘

1
𝑤 − 𝑧 𝑑𝑤 .

Ενα σύστημα καμπύλωνΓ λέγεται θετικάπροσανατολισμένοαν (i) 𝛾∗
𝑖 ∩𝛾∗

𝑗 = ∅
για 𝑖 ≠ 𝑗 και (ii) το IndΓ(𝑧) είναι 0 ή 1 για κάθε 𝑧 ∉ Γ∗. Επομένως το συ-
μπλήρωμα του Γ∗ αποτελείται από δύο ανοικτά σύνολα, το ‘εντός’ ins(Γ) και
το ‘εκτός’ out(Γ) του Γ∗, που ορίζονται από τις σχέσεις

ins(Γ) = {𝑧 ∉ Γ∗ ∶ IndΓ(𝑧) = 1}
out(Γ) = {𝑧 ∉ Γ∗ ∶ IndΓ(𝑧) = 0}.

Υπενθυμίζουμε το
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Θεώρημα 6.6 Σφαιρικό Θεώρημα Cauchy ([8], 5.19). Έστω 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό
και 𝑓 ∶ 𝑈 → ℂ ολόμορφη. Αν Γ είναι ένα σύστημα καμπύλων στο 𝑈 , ώστε
IndΓ(𝑧) = 0 για κάθε 𝑧 ∉ 𝑈 , τότε

∫
Γ

𝑓(𝑤)𝑑𝑤 = 0

και για κάθε 𝑧 ∈ 𝑈\Γ∗,

IndΓ(𝑧).𝑓(𝑧) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ

𝑓(𝑤)
𝑤 − 𝑧 𝑑𝑤.

ΤοΘεώρημα γενικεύεται άμεσα για ολόμορφες συναρτήσεις με τιμές σε χώρους
Banach:

Πρόταση 6.7 Έστω 𝑋 χώρος Banach, 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό σύνολο και 𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑋
ολόμορφη συνάρτηση. ΑνΓ είναι ένα σύστημα καμπύλων στο𝑈 με IndΓ(𝑧) = 0
για κάθε 𝑧 ∉ 𝑈 , τότε

∫
Γ

𝑓(𝑤)𝑑𝑤 = 0
και για κάθε 𝑧 ∈ 𝑈\Γ∗,

IndΓ(𝑧).𝑓(𝑧) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ

𝑓(𝑤)
𝑤 − 𝑧 𝑑𝑤.

Επομένως, αν Γ1, Γ2 είναι δύο συστήματα καμπύλων στο 𝑈 , ώστε IndΓ1
(𝑧) =

IndΓ2
(𝑧) για κάθε 𝑧 ∉ 𝑈 , τότε

∫
Γ1

𝑓(𝑤)𝑑𝑤 = ∫
Γ2

𝑓(𝑤)𝑑𝑤.

Απόδειξη Εφόσον η 𝑓 είναι συνεχής, το ολοκλήρωμα ∫Γ 𝑓(𝑤)𝑑𝑤 υπάρχει και
ορίζει στοιχείο του Χ.
Για κάθε 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, έχουμε 𝑥∗(∫Γ 𝑓(𝑤)𝑑𝑤) = ∫Γ 𝑥∗(𝑓(𝑤))𝑑𝑤 = 0 γιατί η συνάρ-
τηση 𝑥∗ ∘ 𝑓 ∶ 𝑈 → ℂ είναι ολόμορφη. Από το Θεώρημα Hahn-Banach έπεται
λοιπόν ότι ∫Γ 𝑓(𝑤)𝑑𝑤 = 0. Οι υπόλοιποι ισχυρισμοί αποδεικνύονται όμοια. 2

Πόρισμα 6.8 (Θεώρημα Liouville) Αν 𝑓 ∶ ℂ → 𝑋 είναι ολόμορφη και φραγ-
μένη τότε είναι σταθερή.

Απόδειξη Για κάθε 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, η συνάρτηση 𝑥∗ ∘ 𝑓 ∶ ℂ → ℂ είναι ολόμορφη και
φραγμένη, άρα, από το Θεώρημα Liouville, είναι σταθερή: 𝑥∗(𝑓(𝑧)) = 𝑥∗(𝑓(0))
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για κάθε 𝑧 ∈ ℂ. Αφού η ισότητα αυτή ισχύει για κάθε 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, από τοΘεώρημα
Hahn-Banach έπεται ότι 𝑓(𝑧) = 𝑓(0) για κάθε 𝑧 ∈ ℂ. 2

Θα χρειασθούμε επίσης το ανάπτυγμα Laurent μιάς ολόμορφης συνάρτησης
γύρω από μία μεμονωμένη ανωμαλία. Η απόδειξη είναι πάλι η ίδια με την πε-
ρίπτωση συνάρτησης με μιγαδικές τιμές ([8], 6.81).

Πόρισμα 6.9 (Ανάπτυγμα Laurent). Έστω 𝑈 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 0 < |𝑧 − 𝑧𝑜| < 𝑅},
𝑋 χώρος Banach και 𝑓 ∶ 𝑈 ⟶ 𝑋 ολόμορφη. Τότε υπάρχουν μοναδικά
{𝑎𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ} ⊆ 𝑋 ώστε

𝑓(𝑧) =
∞

∑
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘 +
∞

∑
𝑘=1

𝑎−𝑘
1

(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘

όπου οι δύο σειρές συγκλίνουν απόλυτα για 𝑧 ∈ 𝑈 και ομοιόμορφα στα συ-
μπαγή υποσύνολα του 𝑈 . Οι συντελεστές 𝑎𝑛 δίδονται από τις σχέσεις

𝑎𝑛 = 1
2𝜋𝑖 ∫

𝛾

𝑓(𝑤)
(𝑤 − 𝑧𝑜)𝑛+1 𝑑𝑤

όπου 𝛾 είναι κύκλος κέντρου 𝑧𝑜 και ακτίνας 𝜌 < 𝑅.

Αν 𝑎−𝑛 = 0 για κάθε 𝑛 = 1, 2, …, τότε (και μόνον τότε) η 𝑓 επεκτείνεται σε
ολόμορφη συνάρτηση σε μιά περιοχή του 𝑧𝑜, και το 𝑧𝑜 είναι επουσιώδης ανω-
μαλία για την 𝑓 . Αν υπάρχει 𝑘 > 0 ώστε 𝑎−𝑘 ≠ 0 και 𝑎−𝑛 = 0 για κάθε 𝑛 > 𝑘,
τότε η 𝑧 ⟶ (𝑧−𝑧𝑜)𝑘𝑓(𝑧) επεκτείνεται σε ολόμορφη συνάρτηση σε μιά περιοχή
του 𝑧𝑜, και το 𝑧𝑜 είναι πόλος τάξης k. Αν 𝑎−𝑛 ≠ 0 για άπειρους δείκτες 𝑛 ∈ ℕ,
τότε (και μόνον τότε) το 𝑧𝑜 δεν είναι ούτε επουσιώδης ανωμαλία ούτε πόλος,
είναι ουσιώδης ανωμαλία για την 𝑓 .

Το επόμενο γεωμετρικό λήμμα, που είναι προφανές όταν το συμπαγές Κ είναι
π.χ. πεπερασμένη ένωση κλειστών δίσκων, αποδεικνύεται στο [8], 12.8.

Λήμμα 6.10 Αν 𝐾 ⊆ 𝑈 ⊆ ℂ όπου 𝑈 ανοικτό και 𝐾 συμπαγές, υπάρχει θετικά
προσανατολισμένο σύστημα καμπύλων Γ στο 𝑈 ώστε 𝐾 ⊆ ins(Γ) και ℂ\𝑈 ⊆
out(Γ).
Επομένως (από την Πρόταση 6.7) αν 𝑋 χώρος Banach και 𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑋 ολό-
μορφη τότε

∫
Γ

𝑓(𝑤)𝑑𝑤 = 0

32



και

𝑓(𝑧) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ

𝑓(𝑤)
𝑤 − 𝑧 𝑑𝑤

για κάθε 𝑧 ∈ 𝐾.

Ορισμός 6.1 Έστω 𝐾 ⊆ 𝑈 ⊆ ℂ όπου 𝑈 ανοικτό και 𝐾 συμπαγές. Λέμε ότι
ένα σύστημα καμπύλων Γ όπου Γ∗ ⊆ 𝑈 περικλείει το𝐾 στο𝑈 αν είναι θετικά
προσανατολισμένο, 𝐾 ⊆ ins(Γ) και ℂ\𝑈 ⊆ out(Γ).

Θα χρειασθούμε επίσης μία ασθενή μορφή του Θεωρήματος Runge ([8] 12.14).

Θεώρημα 6.11 Έστω 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό σύνολο και 𝑓 ∶ 𝑈 → ℂ ολόμορφη συ-
νάρτηση. Υπάρχει ακολουθία (𝑟𝑛) από ρητές συναρτήσεις, ολόμορφες στο 𝑈,
ώστε 𝑟𝑛 ⟶ 𝑓 ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του 𝑈 .
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7 Ο Συναρτησιακός Λογισμός

7.1 Εισαγωγή

Σταθεροποιούμε μια άλγεβρα Banach 𝐴 με μονάδα και ένα στοιχείο 𝑥 ∈ 𝐴. Για
κατάλληλες μιγαδικές συναρτήσεις 𝑓 , θέλουμε να ορίσουμε αντίστοιχα στοι-
χεία 𝑓(𝑥) ∈ 𝐴.

Αν 𝑝(𝑧) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧𝑘 (𝑎𝑘 ∈ ℂ) είναι πολυώνυμο, γράφουμε

𝑝(𝑥) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘.

Η απεικόνιση 𝑝 ⟶ 𝑝(𝑥) είναι μορφισμός από την άλγεβρα των πολυωνύμων
στην𝐴. Μάλιστα, παίρνει τιμές στην (προφανώς μεταθετική) άλγεβρα που πα-
ράγεται από το 𝑥 και την μονάδα 1 της 𝐴.
Στόχος αυτής της παραγράφου είναι η επέκταση αυτής της απεικόνισης σε άλ-
λες κατηγορίες συναρτήσεων.
Παραδείγματος χάριν, αν η 𝑓 ∶ ℂ ⟶ ℂ είναι ολόμορφη συνάρτηση, τότε έχει
δυναμοσειρά

𝑓(𝑧) =
∞

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧𝑘, 𝑎𝑘 ∈ ℂ (6)

που συγκλίνει, μάλιστα απόλυτα και ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του
ℂ, και μπορούμε να ορίσουμε

𝑓(𝑥) =
∞

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘 ∈ 𝒜.

Πράγματι, η σειρά αυτή συγκλίνει (στην τοπολογία της νόρμας της 𝒜), γιατί
∞

∑
𝑘=0

|𝑎𝑘|‖𝑥𝑘‖ ≤
∞

∑
𝑘=0

|𝑎𝑘|‖𝑥‖𝑘 < ∞,

επομένως η σειρά συγκλίνει απόλυτα άρα (αφού η 𝒜 είναι πλήρης) συγκλίνει.
Παρατήρηση Έτσι επεκτείναμε την απεικόνιση 𝑝 → 𝑝(𝑥) σε μία απεικόνιση
Φ𝛼 ∶ 𝑓 → 𝑓(𝑥) από την άλγεβρα 𝐻(ℂ) των ακεραίων συναρτήσεων με τιμές
στην 𝒜. Σημείωσε την αλλαγή οπτικής σε σχέση με την προηγούμενη παρά-
γραφο: εκεί ορίζαμε συναρτήσεις με πεδίο ορισμού το ℂ και τιμές στην 𝒜 (π.χ.
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δυναμοσειρές ∑ 𝑏𝑘𝑧𝑘 με συντελεστές 𝑏𝑘 ∈ 𝒜 και 𝑧 ∈ ℂ), ενώ τώρα (έχοντας
σταθεροποιήσει ένα στοιχείο 𝑥 ∈ 𝒜) ορίζουμε μία απεικόνιση Φ𝛼 της μορφής
Φ𝛼(𝑓) = ∑ 𝑎𝑘𝑥𝑘 ∈ 𝒜, όπου οι συντελεστές 𝑎𝑘 ανήκουν στο ℂ.

Παρατηρούμε ότι δεν είναι απαραίτητο η ακτίνα σύγκλισης 𝑅 της δυναμοσει-
ράς (6) να είναι∞, αρκεί να είναι μεγαλύτερη από την φασματική ακτίνα 𝜌(𝑥)
του 𝑥. Πράγματι, αν 𝜌(𝑥) < 𝜌 < 𝑅 τότε, εφόσον 𝜌(𝑥) = lim𝑘 ‖𝑥𝑘‖1/𝑘, υπάρχει
𝑘0 ∈ ℕ ώστε αν 𝑘 ≥ 𝑘0 να ισχύει ‖𝑥𝑘‖1/𝑘 < 𝜌, οπότε

∞
∑
𝑘≥𝑘0

|𝑎𝑘|‖𝑥𝑘‖ ≤
∞

∑
𝑘≥𝑘0

|𝑎𝑘|𝜌𝑘 < ∞.

Επομένως, αν η 𝑓 είναι ολόμορφη σε μία ανοικτή μπάλα κέντρου 0 που πε-
ριέχει ολόκληρο το φάσμα 𝜎(𝑥) του 𝑥, τότε το στοιχείο 𝑓(𝑥) της 𝒜 ορίζεται.
Δεν αρκούν όμως τέτοιες συναρτήσεις. Παραδείγματος χάριν, αν 𝑥 ∈ Inv(𝒜),
τότε το 𝑥−1 ορίζεται, ενώ η συνάρτηση 𝑓(𝑧) = 𝑧−1 δεν είναι ολόμορφη σε καμ-
μία μπάλα γύρω από το 0. Βεβαίως η 𝑓 είναι ολόμορφη στο ανοικτό σύνολο
ℂ\{0} που περιέχει το 𝜎(𝑥), δεν είναι όμως ολικά παραστάσιμη με δυναμο-
σειρά σ’αυτό το σύνολο, αλλά μόνον τοπικά. Θα χρειασθεί μάλιστα να ορίσουμε
στοιχεία 𝑓(𝑥) της 𝒜 για συναρτήσεις που είναι ολόμορφες σε μια περιοχή του
𝜎(𝑥), όπως παραδείγματος χάριν συναρτήσεις που παίρνουν την τιμή 0 σε ένα
“κομμάτι” του 𝜎(𝑥) και 1 σε ένα άλλο. Το στοιχείο 𝑓(𝑥) μπορεί να ορισθεί, όπως
θα δούμε, “μετατρέποντας τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy σε ορισμό”.
Σε ειδικές κατηγορίες αλγεβρών (όπως είναι οι 𝐶∗ άλγεβρες), μπορούμε να
προχωρήσουμε ακόμη περισσότερο, και να ορίσουμε στοιχεία 𝑓(𝑥) της 𝒜 για
συναρτήσεις που είναι (απλώς) συνεχείς στο 𝜎(𝑥). Το θέμα αυτό θα μας απα-
σχολήσει αργότερα.

7.2 Ορισμός του Συναρτησιακού Λογισμού

Ο ορισμός θα δοθεί σε τρία βήματα: θα ορίσουμε πρώτα ρητές συναρτήσεις
του 𝑥, στη συνέχεια θα βρούμε μια ισοδύναμη μορφή μέσω του ολοκληρωτικού
τύπου του Cauchy, και έτσι θα φτάσουμε στον γενικό ορισμό.
Επεκτείνουμε την απεικόνιση 𝑝 ⟶ 𝑝(𝑥) κατ’αρχήν από τα πολυώνυμα στις
ρητές συναρτήσεις, της μορφής 𝑟 = 𝑝/𝑞 όπου 𝑝, 𝑞 πολυώνυμα. Πρέπει όμως
να εξετάσουμε πότε το “κλάσμα” 𝑟(𝑥) = 𝑝(𝑥)(𝑞(𝑥))−1 έχει έννοια, δηλαδή πότε
ισχύει 𝑞(𝑥) ∈ Inv(𝒜).
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Λήμμα 7.1 (φασματικής απεικόνισης) Για κάθε πολυώνυμο 𝑝,
𝜎(𝑝(𝑥)) = {𝑝(𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝜎(𝑥)}.

Απόδειξη Αν το 𝑝 είναι σταθερό, το 𝑝(𝑥) είναι πολλαπλάσιο του 1 ∈ 𝐴, οπότε
το συμπέρασμα αληθεύει. Υποθέτω λοιπόν ότι το 𝑝 δεν είναι σταθερό.
Έστω 𝑧 ∈ ℂ. Θέτουμε 𝑞(𝑤) = 𝑝(𝑤) − 𝑧 (𝑤 ∈ ℂ). Το πολυώνυμο 𝑞 παραγοντο-
ποιείται

𝑞(𝑤) = 𝑐(𝑤 − 𝑤1)(𝑤 − 𝑤2) … (𝑤 − 𝑤𝑛)
όπου 𝑤1, … , 𝑤𝑛 οι ρίζες του 𝑞 και 𝑐 ≠ 0. Επομένως

𝑞(𝑥) = 𝑐(𝑥 − 𝑤11)(𝑥 − 𝑤21) … (𝑥 − 𝑤𝑛1) ∈ 𝒜

Παρατήρησε ότι, επειδή οι παράγοντες 𝑥 − 𝑤𝑖1 μετατίθενται μεταξύ τους, το
γινόμενό τους έχει αντίστροφο αν και μόνον αν καθένας έχει αντίστροφο. Επο-
μένως, η σχέση 𝑧 ∉ 𝜎(𝑝(𝑥)), δηλαδή 𝑞(𝑥) = 𝑝(𝑥) − 𝑧1 ∈ Inv(𝒜), ισοδυναμεί
με την 𝑥 − 𝑤𝑖1 ∈ Inv(𝒜), δηλαδή 𝑤𝑖 ∉ 𝜎(𝑥), για κάθε 𝑖 = 1, … 𝑛. Επομένως
𝑧 ∉ 𝜎(𝑝(𝑥)) αν και μόνον αν 𝑤 ≠ 𝑤𝑖 για κάθε 𝑤 ∈ 𝜎(𝑥), δηλαδή 𝑞(𝑤) ≠ 0,
ισοδύναμα 𝑝(𝑤) ≠ 𝑧 για κάθε 𝑤 ∈ 𝜎(𝑥). 2

Έστω 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό. Συμβολίζουμε 𝐻(𝑈) την άλγεβρα των ολομόρφων συ-
ναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝑈 ⟶ ℂ και θέτουμε 𝑅(𝑈) = {𝑓 ∈ 𝐻(𝑈) ∶ 𝑓 ρητή} και
𝑃(𝑈) = {𝑓 ∈ 𝐻(𝑈) ∶ 𝑓 πολυώνυμο}.
Μία ρητή συνάρτηση 𝑓 γράφεται 𝑓 = 𝑝/𝑞 όπου τα πολυώνυμα 𝑝, 𝑞 δεν έχουν
κοινές ρίζες. Μια τέτοια συνάρτηση ανήκει στο 𝑅(𝑈) αν και μόνον αν οι ρίζες
του 𝑞 δεν ανήκουν στο 𝑈 . Είναι φανερό ότι η 𝑃(𝑈) είναι υπάλγεβρα της 𝑅(𝑈)
που είναι υπάλγεβρα της 𝐻(𝑈).
Η απεικόνιση

𝑃(𝑈) ⟶ 𝒜 ∶ 𝑝 ⟶ 𝑝(𝑥)
είναι καλά ορισμένη (πράγματι, αν 𝑝(𝑧) = 𝑞(𝑧) για κάθε 𝑧 ∈ 𝑈 τότε, επειδή
το 𝑈 είναι άπειρο σύνολο, οι συντελεστές των 𝑝 και 𝑞 ταυτίζονται, άρα 𝑝(𝑥) =
𝑞(𝑥)). Είναι φανερό ότι η απεικόνιση αυτή είναι μορφισμός αλγεβρών, δηλαδή
ότι

𝑝1(𝑥) + 𝑝2(𝑥) = (𝑝1 + 𝑝2)(𝑥) και 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) = (𝑝1𝑝2)(𝑥) .

Συναρτησιακός λογισμός για το ζεύγος (𝑈, 𝑥) λέγεται κάθε μορφισμός Φ ∶
𝒰 ⟶ 𝒜 (όπου 𝒰 άλγεβρα συναρτήσεων από το 𝑈 στο ℂ που περιέχει την
𝑃(𝑈)) που ικανοποιεί Φ(𝑝) = 𝑝(𝑥) όταν 𝑝 ∈ 𝑃(𝑈).
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Λήμμα 7.2 Έστω 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό. Ο συναρτησιακός λογισμός 𝑝 ⟶ 𝑝(𝑥) επε-
κτείνεται στην𝑅(𝑈) αν και μόνον αν 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈 . Η επέκτασηΦ𝜌 είναι μοναδική
και ορίζεται από την σχέση

Φ𝜌(𝑓) = 𝑝(𝑥)(𝑞(𝑥))−1 ∶= 𝑓(𝑥)
όπου 𝑓 = 𝑝/𝑞.

Απόδειξη. Από το προηγούμενο Λήμμα προκύπτει ότι αν 𝑟 = 𝑝/𝑞 είναι ρητή
συνάρτηση με πόλους εκτός του 𝜎(𝑥), τότε 𝑞(𝑥) ∈ Inv(𝒜). Μπορούμε λοιπόν
να ορίσουμε 𝑟(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)−1.
Αν λοιπόν 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈 και 𝑟 ∈ 𝑅(𝑈), το Φ𝜌(𝑟) ∈ 𝒜 ορίζεται. Είναι φανερό ότι
Φ𝜌(𝑝) = 𝑝(𝑥) για 𝑝 ∈ 𝑃(𝑈).
Ισχυρίζομαι ότι η Φ𝜌 είναι μορφισμός: Πράγματι, αν 𝑟𝑖 = 𝑝𝑖/𝑞𝑖 ∈ 𝑅(𝑈) (𝑖 =
1, 2), επειδή τα 𝑝𝑖(𝑥), 𝑞𝑗(𝑥)−1 μετατίθενται⁷, έχουμε

Φ𝜌(𝑟1).Φ𝜌(𝑟2) = 𝑝1(𝑥)𝑞1(𝑥)−1𝑝2(𝑥)𝑞2(𝑥)−1 = 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥)(𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥))−1

= (𝑝1𝑝2)(𝑥)((𝑞1𝑞2)(𝑥))−1 = Φ𝜌(𝑟1𝑟2)
και

Φ𝜌(𝑟1) + Φ𝜌(𝑟2) = 𝑝1(𝑥)𝑞1(𝑥)−1 + 𝑝2(𝑥)𝑞2(𝑥)−1

= (𝑝1(𝑥)𝑞2(𝑥) + 𝑝2(𝑥)𝑞1(𝑥))𝑞2(𝑥)−1𝑞1(𝑥)−1

= Φ𝜌(𝑝1𝑞2 + 𝑝2𝑞1).(Φ𝜌(𝑞1𝑞2))−1 (∗)= Φ𝜌 (𝑝1𝑞2 + 𝑝2𝑞1
𝑞1𝑞2

)

= Φ𝜌(𝑟1 + 𝑟2)
(η (*) έπεται από την πολλαπλασιαστικότητα της Φ𝜌, που ήδη έχουμε δείξει).
Έστω, αντίστροφα, ότι ορίζεται ένας συναρτησιακός λογισμός Φ ∶ 𝑅(𝑈) ⟶
𝒜. Ισχυρίζομαι ότι 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈 . Πράγματι: για κάθε 𝑧 ∉ 𝑈 θέτω 𝑝(𝑤) = 𝑤 −
𝑧 (𝑤 ∈ ℂ). Τότε 1

𝑝 ∈ 𝑅(𝑈) και

1 = Φ(1
𝑝)Φ(𝑝) = Φ(1

𝑝)(𝑥 − 𝑧1) = (𝑥 − 𝑧1)Φ(1
𝑝)

συνεπώς 𝑥 − 𝑧1 ∈ Inv(𝒜) δηλαδή 𝑧 ∉ 𝜎(𝑥).
Επίσης για κάθε 𝑟 = 𝑝/𝑞 ∈ 𝑅(𝑈) έχουμε

Φ(𝑟) = Φ(𝑝)(Φ(𝑞))−1 = 𝑝(𝑥)(𝑞(𝑥))−1 = Φ𝜌(𝑟)
πράγμα που αποδεικνύει και την μοναδικότητα του Φ𝜌. 2

⁷Αν 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 και 𝑞 ∈ Inv(𝒜) τότε 𝑞−1𝑝 = 𝑞−1𝑝𝑞𝑞−1 = 𝑞−1𝑞𝑝𝑞−1 = 𝑝𝑞−1
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Παρατήρηση 7.3 Αν 𝒮 ⊆ 𝒜, ο μεταθέτης του 𝒮 ορίζεται από την σχέση

𝒮′ = {𝑦 ∈ 𝒜 ∶ 𝑦𝑠 = 𝑠𝑦 ∀𝑠 ∈ 𝒮}.
Είναι φανερό ότι ο 𝒮′ είναι άλγεβρα και περιέχει την μονάδα της 𝒜. Επιπλέον
(αν η 𝒜 είναι άλγεβρα Banach) η 𝒮′ είναι κλειστή υπάλγεβρα της 𝒜. Παρατη-
ρούμε ότι ισχύει 𝒮 ⊆ 𝒮′′ και ότι ένα υποσύνολο 𝒮 είναι μεταθετικό αν και μόνον
αν περιέχεται στον μεταθέτη του, ισοδύναμα αν 𝒮′′ ⊆ 𝒮′. ⁸
Επίσης ελέγχεται εύκολα ότι αν 𝑥 ∈ Inv(𝒜) τότε 𝑥−1 ∈ {𝑥}′′.
Από την παρατήρηση αυτή προκύπτει ότι
O συναρτησιακός λογισμός Φ𝜌 παίρνει τιμές στην {𝑥}″, δηλαδή ότι
𝑝(𝑥)(𝑞(𝑥))−1 ∈ {𝑥}″. Ειδικότερα το σύνολο Φ𝜌(𝑅(𝑈)) αποτελεί μεταθετική
υπάλγεβρα της 𝒜 που περιέχει το 𝑥 και την 1.

Για να επεκτείνουμε τον συναρτησιακό λογισμό στην 𝐻(𝑈), είναι αναγκαίο
να εκφράσουμε τον Φ𝜌 σε μια ισοδύναμη μορφή που επιδέχεται επέκταση. Η
μορφή αυτή προκύπτει από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy, αν “αντικα-
ταστήσουμε την μεταβλητή 𝑤 ∈ ℂ με το στοιχείο 𝑥 ∈ 𝒜”. Πρέπει όμως να
αποδείξουμε ότι η “αντικατάσταση” αυτή έχει έννοια:

Πρόταση 7.4 Αν 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό που περιέχει το 𝜎(𝑥) και 𝑟 ∈ 𝑅(𝑈) ρητή
συνάρτηση τότε για κάθε θετικά προσανατολισμένο σύστημα καμπύλωνΓ που
περικλείει το 𝜎(𝑥) στο 𝑈 (Ορισμός 6.1), έχουμε

𝑟(𝑥) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
𝑟(𝑤)(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤.

Ειδικότερα το ολοκλήρωμα αυτό δεν εξαρτάται από το προσανατολισμένο σύ-
στημα καμπύλων Γ, αρκεί το Γ να περικλείει το 𝜎(𝑥) στο 𝑈 .

Απόδειξη. Κατ’αρχήν το ολοκλήρωμα υπάρχει, γιατί η συνάρτηση
𝑤 ⟶ 𝑟(𝑤)(𝑤1 − 𝑥)−1 ορίζεται και είναι συνεχής στο Γ∗.
Κάθε ρητή συνάρτηση 𝑟 γράφεται ως πεπερασμένο άθροισμα

𝑟(𝑤) = 𝑝(𝑤) + ∑
𝑚,𝑘

𝑐𝑚,𝑘(𝑤 − 𝑧𝑚)−𝑘

όπου 𝑝 πολυώνυμο, 𝑐𝑚,𝑘 ∈ ℂ και 𝑧𝑚 οι πόλοι της 𝑟 (ανάλυση σε απλά κλά-
σματα). Από την γραμμικότητα του ολοκληρώματος, αρκεί λοιπόν να αποδεί-
ξουμε την Πρόταση για καθέναν από τους όρους του αθροίσματος αυτού (που

⁸Εύκολα αποδεικνυεται ότι 𝒮′′′ = 𝒮′.
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είναι της μορφής 𝑤 → (𝑤 − 𝜆)𝑘 για 𝑘 ∈ ℤ και 𝜆 ∈ ℂ). Αρκεί λοιπόν να απο-
δείξουμε το

Λήμμα 7.5 Έστω 𝜆 ∉ 𝜎(𝑥) και Γ ένα θετικά προσανατολισμένο σύστημα κα-
μπύλων με IndΓ(𝜆) = 0 και IndΓ(𝑧) = 1 για κάθε 𝑧 ∈ 𝜎(𝑥). Τότε

(𝜆1 − 𝑥)𝑛 = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
(𝜆 − 𝑤)𝑛(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤

για κάθε 𝑛 ∈ ℤ. Αν μάλιστα 𝑛 ∈ ℕ, το συμπέρασμα ισχύει χωρίς τους περιορι-
σμούς 𝜆 ∉ 𝜎(𝑥) και IndΓ(𝜆) = 0.

Απόδειξη. Ονομάζουμε 𝑦𝑛 το ολοκλήρωμα δεξιά. Αν 𝑤 ∉ 𝜎(𝑥),
(𝜆1 − 𝑥)(𝑤1 − 𝑥)−1 = 1 + (𝜆 − 𝑤)(𝑤1 − 𝑥)−1.

Επομένως

(𝜆1 − 𝑥)𝑦𝑛 = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
((𝜆 − 𝑤)𝑛1 + (𝜆 − 𝑤)(𝑤1 − 𝑥)−1) 𝑑𝑤

= 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
(𝜆 − 𝑤)𝑛1𝑑𝑤 + 1

2𝜋𝑖 ∫
Γ
(𝜆 − 𝑤)𝑛+1(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤.

Αλλά το πρώτο ολοκλήρωμα μηδενίζεται για κάθε 𝑛 ∈ ℤ\{−1} (αφού η 𝑤 →
(𝜆 − 𝑤)𝑛 έχει παράγουσα) αλλά και για 𝑛 = −1 αφού IndΓ(𝜆) = 0. Επομένως

(𝜆1 − 𝑥)𝑦𝑛 = 𝑦𝑛+1

για κάθε 𝑛 ∈ ℤ. Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε το Λήμμα για 𝑛 = 0, δηλαδή ότι

1 = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤.

Έστω 𝛾𝜌(𝑡) = 𝜌𝑒𝑖𝑡, 𝑡 ∈ [0, 2𝜋] όπου 𝜌 > ‖𝑥‖. Παρατηρούμε ότι, αν 𝑈 =
ℂ\𝜎(𝑥), για κάθε 𝑧 ∉ 𝑈 έχουμε IndΓ(𝑧) = 1 = Ind𝛾𝜌

(𝑧). Γνωρίζουμε ότι η
συνάρτηση 𝑓 ∶ 𝑈 ⟶ 𝒜 ∶ 𝑤 ⟶ (𝑤1 − 𝑥)−1 ορίζεται και είναι ολόμορφη.
Επομένως από το Θεώρημα του Cauchy (Πρόταση 6.7),

1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤 = 1

2𝜋𝑖 ∫
𝛾𝜌

(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤.

Ομως όταν 𝑤 ∈ 𝛾∗
𝜌, έχουμε |𝑤| = 𝜌 > ‖𝑥‖ επομένως η σειρά

∞
∑
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑤𝑘+1
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συγκλίνει στο 1
𝑤(1 − 𝑥

𝑤)−1 = (𝑤1 − 𝑥)−1ομοιόμορφα ως προς 𝑤 ∈ 𝛾∗
𝜌, οπότε

1
2𝜋𝑖 ∫

𝛾𝜌

(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤 =
∞

∑
𝑘=0

𝑥𝑘 1
2𝜋𝑖 ∫

𝛾𝜌

1
𝑤𝑘+1 𝑑𝑤 = 𝑥0Ind𝛾𝜌

(0) = 1

(γιατί ∫𝛾𝜌
𝑤𝑚𝑑𝑤 = 0 όταν 𝑚 ∈ ℤ\{−1}) και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Ορισμός 7.1 (Συναρτησιακός Λογισμός (functional calculus)) Έστω 𝑈 ⊆ ℂ
ένα ανοικτό σύνολο που περιέχει το 𝜎(𝑥). Επιλέγουμε (Λήμμα 6.10) ένα θετικά
προσανατολισμένο σύστημα καμπύλων Γ που περικλείει το 𝜎(𝑥) στο 𝑈 . Τότε
για κάθε 𝑓 ∈ 𝐻(𝑈) το ολοκλήρωμα

1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
𝑓(𝑤)(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤

ορίζει ένα στοιχείο της 𝐴 το οποίο συμβολίζουμε 𝑓(𝑥).

Παρατήρηση. Το ολοκλήρωμα αυτό υπάρχει, γιατί η συνάρτηση
𝑤 ⟶ 𝑓(𝑤)(𝑤1 − 𝑥)−1 είναι ορισμένη και συνεχής στο Γ∗. Εξάλλου, επειδή η
συνάρτηση αυτή είναι ολόμορφη στο Ω ∶= 𝑈\𝜎(𝑥), από το Θεώρημα Cauchy
(Πρόταση 6.7) έπεται ότι το ολοκλήρωμα που ορίζει το 𝑓(𝑥) δεν εξαρτάται
από το προσανατολισμένο σύστημα καμπύλων Γ, αρκεί να περικλείει το 𝜎(𝑥)
στο 𝑈 (γιατί δύο τέτοια συστήματα καμπύλων Γ1, Γ2 ικανοποιούν IndΓ1

(𝑧) =
IndΓ2

(𝑧) για κάθε 𝑧 ∉ Ω).
Επομένως το 𝑓(𝑥) είναι καλά ορισμένο.
Απο την Πρόταση 7.4 έπεται ότι, όταν η 𝑓 ειναι ρητή, έχουμε 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).
Θα χρειασθεί το

Λήμμα 7.6 Με τους συμβολισμούς του προηγουμένου ορισμού

‖𝑓(𝑥)‖ ≤ 1
2𝜋𝑉 (Γ)‖𝑓‖Γ sup{‖(𝑤1 − 𝑥)−1‖ ∶ 𝑤 ∈ Γ∗}

όπου 𝑉 (Γ) είναι το μήκος της καμπύλης και ‖𝑓‖Γ ∶= sup{‖𝑓(𝑤)| ∶ 𝑤 ∈ Γ∗}.

Απόδειξη προφανής.

Θεώρημα 7.7 (i) Η απεικόνιση

Φℎ ∶ 𝐻(𝑈) ⟶ 𝒜 ∶ 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑥)
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είναι συναρτησιακός λογισμός, και 𝑓(𝑥) ∈ {𝑥}′′ για κάθε 𝑓 ∈ 𝐻(𝑈).
(ii) Αν 𝑓, 𝑓𝑛 ∈ 𝐻(𝑈) και 𝑓𝑛 → 𝑓 ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του 𝑈 ,
τότε ‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ → 0.

Απόδειξη του Θεωρήματος. Αποδεικνύουμε πρώτα το (ii): Επιλέγουμε ένα
θετικά προσανατολισμένο σύστημα καμπύλων Γ που περικλείει το 𝜎(𝑥) στο 𝑈 .
Από το λήμμα έχουμε

‖𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)‖ ≤ 1
2𝜋𝑉 (Γ)‖𝑓 − 𝑓𝑛‖Γ sup{‖(𝑤1 − 𝑥)−1‖ ∶ 𝑤 ∈ Γ∗}

το οποίο τείνει στο 0 εφόσον το Γ∗ είναι συμπαγές υποσύνολο του 𝑈 .
Απόδειξη του (i) Η γραμμικότητα της Φℎ είναι προφανής. Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻(𝑈), για
να δείξω ότι Φℎ(𝑓𝑔) = Φℎ(𝑓).Φℎ(𝑔) επιλέγω, από το Θεώρημα Runge (6.11)
ακολουθίες 𝑓𝑛, 𝑔𝑛 ∈ 𝐻(𝑈) ρητών συναρτήσεων που συγκλίνουν στις 𝑓 και
𝑔 αντίστοιχα, ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του 𝑈 . Τότε και η (𝑓𝑛𝑔𝑛)
θα τείνει στην 𝑓𝑔 ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του 𝑈 . Επειδή ο Φℎ
επεκτείνει τον Φ𝜌 (Πρόταση 7.4), έχουμε

Φℎ(𝑓𝑛𝑔𝑛) = Φ𝜌(𝑓𝑛𝑔𝑛) = Φ𝜌(𝑓𝑛)Φ𝜌(𝑔𝑛) = Φℎ(𝑓𝑛)Φℎ(𝑔𝑛)

για κάθε 𝑛 ∈ ℕ. Ομως από το (ii) έχω

‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ → 0 και ‖𝑔𝑛(𝑥) − 𝑔(𝑥)‖ → 0

και συνεπώς, λόγω της συνέχειας του γινομένου,

Φℎ(𝑓𝑔) = lim
𝑛

Φℎ(𝑓𝑛𝑔𝑛) = lim
𝑛

Φℎ(𝑓𝑛)Φℎ(𝑔𝑛) = Φℎ(𝑓)Φℎ(𝑔).

Τέλος, η σχέση 𝑓(𝑥) ∈ {𝑥}′′ προκύπτει από το γεγονός ότι η {𝑥}′′ είναι κλειστή
υπάλγεβρα της 𝒜 και ότι 𝑓𝑛(𝑥) ∈ {𝑥}′′ για κάθε 𝑛 ∈ ℕ (Παρατήρηση 7.3),
αφού οι 𝑓𝑛 είναι ρητές. 2

Παρατήρηση. Το στοιχείο 𝑓(𝑥) της 𝐴 εξαρτάται όχι από την ίδια την 𝑓 , αλλά
από τον περιορισμό της σε μια ανοικτή περιοχή του 𝜎(𝑥). Πράγματι αν οι συ-
ναρτήσεις 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻(𝑈) ταυτίζονται σε κάποιο ανοικτό 𝑉 με 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑈 ,
τότε επιλέγοντας ένα σύστημα καμπύλων Γ που να περικλείει το 𝜎(𝑥) στο 𝑉 ,
βρίσκουμε 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) από τον ορισμό (7.1). Αυτή η παρατήρηση οδηγεί στον
επόμενο ορισμό:
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Ορισμός 7.2 Αν 𝑓, 𝑔 είναι ολόμορφες μιγαδικές συναρτήσεις ορισμένες σε ανοι-
κτά σύνολα που περιέχουν το 𝜎(𝑥), γράφουμε 𝑓 ≡ 𝑔 όταν υπάρχει ανοικτό
𝑈 ⊇ 𝜎(𝑥) ώστε 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧) ∀𝑧 ∈ 𝑈 . Συμβολίζουμε Hol(𝑥) το σύνολο των
κλάσεων ισοδυναμίας. Με τις προφανείς πράξεις, η Hol(𝑥) είναι άλγεβρα με
μονάδα (χωρίς τοπολογία). Ταυτίζουμε συνήθως μία κλάση με έναν αντιπρό-
σωπό της και γράφουμε 𝑓 ∈ Hol(𝑥) όταν η συνάρτηση 𝑓 ορίζεται και είναι
ολόμορφη σε μία (ανοικτή) περιοχή 𝑈𝑓 του 𝜎(𝑥).

Το θεώρημα που ακολουθεί είναι απλή αναδιατύπωση του προηγουμένου.

Θεώρημα 7.8 Η απεικόνιση

Hol(𝑥) → 𝐴
𝑓 ↦ 𝑓(𝑥)

είναι (καλά ορισμένος) μορφισμός αλγεβρών που ικανοποιεί 𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑥) όταν
𝑝 πολυώνυμο και 𝑓(𝑥) ∈ {𝑥}′′ για κάθε 𝑓 ∈ Hol(𝑥).

Πρόταση 7.9 (Μοναδικότητα) Έστω Φ ∶ Hol(𝑥) → 𝐴 μορφισμός αλγεβρών
με τις ιδιότητες

(a) Φ(𝑝) = 𝑝(𝑥) για κάθε πολυώνυμο 𝑝 και
(b) Αν 𝑓, 𝑓𝑛 είναι ολόμορφες συναρτήσεις ορισμένες σ’ ένα ανοικτό σύνολο 𝑈

που περιέχει το 𝜎(𝑥) και αν 𝑓𝑛 → 𝑓 ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα
του 𝑈 , τότε ‖Φ(𝑓𝑛) − Φ(𝑓)‖ → 0.

Τότε Φ(𝑓) = 𝑓(𝑥) για κάθε 𝑓 ∈ Hol(𝑥).

Απόδειξη. Έστω πρώτα ότι η 𝑓 ∈ Hol(𝑥) είναι ρητή συνάρτηση, 𝑓 = 𝑝/𝑞.
Έχουμε 𝑓𝑞 = 𝑝 άρα, αφού ο Φ είναι μορφισμός, Φ(𝑓)Φ(𝑞) = Φ(𝑝) δηλαδή
Φ(𝑓)𝑞(𝑥) = 𝑝(𝑥) από το (𝑎). Αλλά το 𝑞 δεν μηδενίζεται στο 𝜎(𝑥), άρα 𝑞(𝑥) ∈
Inv(𝒜) επομένως Φ(𝑓) = 𝑝(𝑥)(𝑞(𝑥))−1 = 𝑓(𝑥).
Έστω τώρα 𝑔 ∈ Hol(𝑥). Υπάρχει τότε ανοικτό σύνολο 𝑈𝑔 ⊇ 𝜎(𝑥) ώστε 𝑔 ∈
𝐻(𝑈𝑔). Από το Θεώρημα Runge, υπάρχουν ρητές συναρτήσεις 𝑔𝑛 ∈ 𝐻(𝑈𝑔)
ώστε 𝑔𝑛 ⟶ 𝑔 ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσύνολα του 𝑈𝑔. Επομένως από το
(𝑏) έχουμε ‖Φ(𝑔𝑛) − Φ(𝑔)‖ → 0. Επίσης γνωρίζουμε ότι ‖𝑔𝑛(𝑥) − 𝑔(𝑥)‖ → 0
(Θεώρημα 7.7 (ii)). Δείξαμε όμως ότι Φ(𝑔𝑛) = 𝑔𝑛(𝑥) για κάθε 𝑛. Επομένως
Φ(𝑔) = 𝑔(𝑥) και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Θεώρημα 7.10 (φασματικής απεικόνισης) Αν 𝑓 ∈ Hol(𝑥), τότε
𝜎(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝜎(𝑥)).
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Απόδειξη Έστω 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό με 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈 ώστε 𝑓 ∈ 𝐻(𝑈). Αν 𝑧 ∈ 𝜎(𝑥)
τότε η συνάρτηση 𝑔 ∶ 𝑈 ⟶ ℂ όπου

𝑔(𝑤) = {
𝑓(𝑤)−𝑓(𝑧)

𝑤−𝑧 αν 𝑤 ≠ 𝑧
𝑓 ′(𝑧) αν 𝑤 = 𝑧

είναι ολόμορφη στο 𝑈 και 𝑓(𝑤) − 𝑓(𝑧) = (𝑤 − 𝑧)𝑔(𝑤) για κάθε 𝑤 ∈ 𝑈 . Εφαρ-
μόζοντας στην σχέση αυτή τον μορφισμό Φℎ, έχουμε

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑧)1 = (𝑥 − 𝑧1)𝑔(𝑥).
Αφού 𝑥 − 𝑧1 ∉ Inv(𝒜), η ισότητα αυτή δείχνει ότι 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑧)1 ∉ Inv(𝒜),
δηλαδή ότι 𝑓(𝑧) ∈ 𝜎(𝑓(𝑥)). Επομένως 𝑓(𝜎(𝑥)) ⊆ 𝜎(𝑓(𝑥)).
Αντίστροφα αν 𝜁 ∉ 𝑓(𝜎(𝑥)) τότε το σύνολο 𝑉 = {𝑤 ∈ ℂ ∶ 𝑓(𝑤) ≠ 𝜁} είναι
ανοικτό και περιέχει το 𝜎(𝑥), και η συνάρτηση ℎ όπου ℎ(𝑤) = (𝑓(𝑤) − 𝜁)−1

ορίζεται και είναι ολόμορφη στο 𝑉 . Ορίζεται λοιπόν το ℎ(𝑥) ∈ 𝒜 και ισχύει

ℎ(𝑥)(𝑓(𝑥) − 𝜁1) = (𝑓(𝑥) − 𝜁1)ℎ(𝑥) = 1,
άρα 𝑓(𝑥)−𝜁1 ∈ Inv(𝒜), δηλαδή 𝜁 ∉ 𝜎(𝑓(𝑥)). Επομένως 𝑓(𝜎(𝑥)) ⊇ 𝜎(𝑓(𝑥)). 2

Πόρισμα 7.11 Αν 𝑓 ∈ Hol(𝑥), τότε
𝜌(𝑓(𝑥)) = sup{|𝑓(𝑧)| ∶ 𝑧 ∈ 𝜎(𝑥)}.

Ειδικότερα, αν 𝑤 ∉ 𝜎(𝑥),

𝑑(𝑤, 𝜎(𝑥)) = 1
𝜌((𝑤1 − 𝑥)−1) .

Απόδειξη Η πρώτη ισότητα είναι άμεση από το θεώρημα φασματικής απει-
κόνισης, και η δεύτερη είναι εφαρμογή της πρώτης στην συνάρτηση 𝑓(𝑧) =
(𝑤 − 𝑧)−1.

Πρόταση 7.12 (Σύνθεση απεικονίσεων) Αν 𝑓 ∈ Hol(𝑥) και 𝑔 ∈ Hol(𝑓(𝑥))
τότε ℎ ∶= 𝑔 ∘ 𝑓 ∈ Hol(𝑥) και ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)).
(Ακριβέστερα η σχέση 𝑔∘𝑓 ∈ Hol(𝑥) σημαίνει: υπάρχει ανοικτό𝑈 ⊇ 𝜎(𝑥)ώστε
𝑓 ∈ 𝐻(𝑈) και η 𝑔 ∘ 𝑓 να ορίζεται και να είναι ολόμορφη στο 𝑈 .)

Απόδειξη Θέτω 𝑦 = 𝑓(𝑥). Υπάρχουν 𝑈𝑓 , 𝑈𝑔 ⊆ ℂ ανοικτά με 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈𝑓 και
𝜎(𝑦) ⊆ 𝑈𝑔 ώστε 𝑓 ∈ 𝐻(𝑈𝑓) και 𝑔 ∈ 𝐻(𝑈𝑔). Ορίζω

𝑈ℎ = {𝑧 ∈ 𝑈𝑓 ∶ 𝑓(𝑧) ∈ 𝑈𝑔} = 𝑈𝑓 ∩ 𝑓−1(𝑈𝑔)
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και
ℎ(𝑧) = 𝑔(𝑓(𝑧)), 𝑧 ∈ 𝑈ℎ.

Το 𝑈ℎ είναι ανοικτό και η ℎ είναι ολόμορφη στο 𝑈ℎ.
Ισχυρισμός 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈ℎ.
Πράγματι, αν 𝑧 ∈ 𝜎(𝑥) τότε 𝑧 ∈ 𝑈𝑓 και 𝑓(𝑧) ∈ 𝑓(𝜎(𝑥)). Αλλά 𝑓(𝜎(𝑥)) =
𝜎(𝑓(𝑥)) = 𝜎(𝑦) από το θεώρημα φασματικής απεικόνισης. Επειδή 𝜎(𝑦) ⊆ 𝑈𝑔
έχω 𝑓(𝑧) ∈ 𝑈𝑔. Δηλαδή 𝑧 ∈ 𝑈ℎ.
Εδειξα λοιπόν ότι ℎ ∈ Hol(𝑥), δηλαδή ότι το ℎ(𝑥) ορίζεται, και μένει να δείξω
ότι ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑦).
Επιλέγω ένα θετικά προσανατολισμένο σύστημα καμπύλων Γ𝑔 που περικλείει
το 𝜎(𝑦) στο 𝑈𝑔. Τότε

𝑔(𝑦) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ𝑔

𝑔(𝑤)(𝑤1 − 𝑦)−1𝑑𝑤. (7)

Για να εκφράσω το (𝑤1 − 𝑦)−1 = (𝑤1 − 𝑓(𝑥))−1 μέσω του ολοκληρωτικού
τύπου πρέπει να επιλέξω ένα κατάλληλο σύστημα καμπύλων.
Το σύνολο insΓ𝑔 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ IndΓ𝑔

(𝑧) = 1} = {𝑧 ∈ ℂ ∶ IndΓ𝑔
(𝑧) ≠ 0} είναι

ανοικτό και το 𝜎(𝑦) ⊆ insΓ𝑔 είναι συμπαγές, οπότε υπάρχει ανοικτό 𝑊 ώστε
𝜎(𝑦) ⊆ 𝑊 ⊆ 𝑊 ⊆ insΓ𝑔. Αφού 𝑓(𝜎(𝑥)) = 𝜎(𝑦) και η 𝑓 είναι συνεχής, το
𝑉 ∶= 𝑓−1(𝑊) ∩ 𝑈ℎ είναι ανοικτό με

𝜎(𝑥) ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑈ℎ και 𝜎(𝑦) = 𝑓(𝜎(𝑥)) ⊆ 𝑓(𝑉 ) ⊆ 𝑓(𝑉 ) ⊆ insΓ𝑔.
Επιλέγω ένα θετικά προσανατολισμένο σύστημα καμπύλων Γ που περικλείει
το 𝜎(𝑥) στο 𝑉 .
Παρατηρώ ότι για κάθε 𝑤 ∈ Γ∗

𝑔 ισχύει 𝑤 ∉ 𝑓(𝑉 ) άρα η συνάρτηση 𝑓𝑤(𝑧) ∶=
1

𝑤−𝑓(𝑧) ορίζεται και είναι ολόμορφη στο 𝑉 . Επομένως 𝑓𝑤 ∈ Hol(𝑥) και

(𝑤1 − 𝑓(𝑥))−1 = 𝑓𝑤(𝑥) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
𝑓𝑤(𝑧)(𝑧1 − 𝑥)−1𝑑𝑧

= 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ

1
𝑤 − 𝑓(𝑧)(𝑧1 − 𝑥)−1𝑑𝑧. (8)

Αντικαθιστώντας την (8) στην (7) έχω

𝑔(𝑦) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ𝑔

𝑔(𝑤)(𝑤1 − 𝑓(𝑥))−1𝑑𝑤

= 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ𝑔

𝑔(𝑤) ( 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ

1
𝑤 − 𝑓(𝑧)(𝑧1 − 𝑥)−1𝑑𝑧) 𝑑𝑤.
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Απο το Θεώρημα Fubini (η συνάρτηση (𝑤, 𝑧) ⟶ 𝑔(𝑤)
𝑤−𝑓(𝑧)(𝑧1 − 𝑥)−1 είναι συνε-

χής στο Γ∗
𝑔 × Γ∗) η τελευταία παράσταση ισούται με

1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
( 1

2𝜋𝑖 ∫
Γ𝑔

𝑔(𝑤)
𝑤 − 𝑓(𝑧)𝑑𝑤) (𝑧1 − 𝑥)−1𝑑𝑧.

Αλλά για κάθε 𝑧 ∈ Γ∗ έχω 𝑧 ∈ 𝑉 άρα 𝑓(𝑧) ∈ 𝑓(𝑉 ) ⊆ ins(Γ𝑔), οπότε

1
2𝜋𝑖 ∫

Γ𝑔

𝑔(𝑤)
𝑤 − 𝑓(𝑧)𝑑𝑤 = 𝑔(𝑓(𝑧)) = ℎ(𝑧)

από το Θεώρημα Cauchy, άρα τελικά

𝑔(𝑦) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
ℎ(𝑧)(𝑧1 − 𝑥)−1𝑑𝑧 = ℎ(𝑥)

και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. 2

7.3 Η απεικόνιση 𝑥 ⟶ 𝑓(𝑥)

Μέχρι τώρα, είχαμε σταθεροποιήσει ένα στοιχείο 𝑥 σε μια άλγεβρα Banach 𝐴
με μονάδα, και είχαμε μελετήσει την απεικόνιση 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑥) καθώς η 𝑓 μετα-
βάλλεται στο σύνολο Hol(𝑥) των (κλάσεων) συναρτήσεων που είναι ολόμορφες
σε μία περιοχή του 𝜎(𝑥).
Αλλάζουμε τώρα οπτική: σταθεροποιούμε μία συνάρτηση 𝑓 , ολόμορφη σε ένα
ανοικτό σύνολο 𝑈 και μελετάμε την 𝑓(𝑥) ως συνάρτηση του 𝑥. Για να ορίζεται
όμως το 𝑓(𝑥) πρέπει το 𝜎(𝑥) να περιέχεται στο 𝑈 . Αυτό οδηγεί στον ακόλουθο
ορισμό

Ορισμός 7.3 Έστω 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό. Θέτουμε

𝒜𝑈 = {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈}.

Η επόμενη Πρόταση εξασφαλίζει ότι το 𝒜𝑈 είναι ανοικτό σύνολο.

Πρόταση 7.13 Έστω 𝑥 ∈ 𝒜. Για κάθε ανοικτό 𝑈 ⊆ ℂ με 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈 υπάρχει
𝛿 > 0 ώστε αν 𝑦 ∈ 𝒜 και ‖𝑦 − 𝑥‖ < 𝛿 τότε 𝜎(𝑦) ⊆ 𝑈 .
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Απόδειξη Αν το συμπέρασμα δεν ίσχυε, θα υπήρχε 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό με 𝜎(𝑥) ⊆
𝑈 και 𝑦𝑛 ∈ 𝒜 ώστε ‖𝑦𝑛 − 𝑥‖ ⟶ 0 αλλά 𝜎(𝑦𝑛) ⊈ 𝑈 για κάθε 𝑛. Δηλαδή θα
υπήρχε 𝑧𝑛 ∈ 𝜎(𝑦𝑛) ∩ (ℂ\𝑈) για κάθε 𝑛. Επειδή |𝑧𝑛| ≤ ‖𝑦𝑛‖, η (𝑧𝑛) είναι φραγ-
μένη. Περνώντας σε υπακολουθία, μπορώ να υποθέσω ότι η (𝑧𝑛) συγκλίνει,
έστω στο 𝑧. Επειδή 𝑧𝑛 ∉ 𝑈 έχω 𝑧 ∉ 𝑈 άρα 𝑧 ∉ 𝜎(𝑥), δηλαδή 𝑧1 − 𝑥 ∈ Inv(𝒜).
Όμως 𝑧𝑛1 − 𝑦𝑛 ∈ 𝒜\Inv(𝒜) και 𝑧𝑛1 − 𝑦𝑛 ⟶ 𝑧1 − 𝑥, πράγμα που αντιφάσκει
με το γεγονός ότι το 𝒜\Inv(𝒜) είναι κλειστό. 2

Θεώρημα 7.14 Έστω 𝑈 ⊆ ℂ ανοικτό και 𝑓 ∈ 𝐻(𝑈). Η απεικόνιση

(𝒜𝑈 , ‖ ⋅ ‖) ⟶ (𝒜, ‖ ⋅ ‖) ∶ 𝑥 ⟶ 𝑓(𝑥)

είναι συνεχής.

Απόδειξη. Έστω 𝑥 ∈ 𝒜𝑈 .
Σταθεροποιώ ένα θετικά προσανατολισμένο σύστημα καμπύλων Γ που περι-
κλείει το 𝜎(𝑥) στο 𝑈 . Το σύνολο

𝑉 = insΓ = {𝑧 ∈ ℂ ∶ IndΓ(𝑧) = 1} = {𝑧 ∈ ℂ ∶ IndΓ(𝑧) ≠ 0}

είναι ανοικτό και 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑈 .
Από την Πρόταση 7.13, υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε για κάθε 𝑦 ∈ 𝒜 με ‖𝑦‖ < 𝛿 να
ισχύει 𝜎(𝑥 + 𝑦) ⊆ 𝑉 . Επεται ότι 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝒜𝑈 και ότι το σύστημα καμπύλων Γ
περικλείει το 𝜎(𝑥 + 𝑦) στο 𝑈 . Επομένως το ολοκλήρωμα

1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
𝑓(𝑤)(𝑤1 − (𝑥 + 𝑦))−1𝑑𝑤

ορίζεται και ισούται με 𝑓(𝑥 + 𝑦). Εχουμε

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
𝑓(𝑤)((𝑤1 − 𝑥)−1 − (𝑤1 − (𝑥 + 𝑦))−1)𝑑𝑤

επομένως, από το Λήμμα 7.6,

‖𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥+𝑦)‖ ≤ 𝑉 (Γ)
2𝜋 ‖𝑓‖Γ sup{‖(𝑤1−𝑥)−1 −(𝑤1−(𝑥+𝑦))−1‖ ∶ 𝑤 ∈ Γ∗}.

Έστω 𝑀 = sup{‖(𝑤1 − 𝑥)−1‖ ∶ 𝑤 ∈ Γ∗}. Το 𝑀 είναι πεπερασμένο, γιατί η
συνάρτηση 𝑤 ⟶ (𝑤1 − 𝑥)−1 είναι (ορισμένη και) συνεχής στο συμπαγές Γ∗.
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Αν 𝑦 ∈ 𝒜 με ‖𝑦‖ < min( 1
2𝑀 , 𝛿) τότε ‖𝑦‖ < 1

2‖(𝑤1 − 𝑥)−1‖ για κάθε 𝑤 ∈ Γ∗,
επομένως από το Λήμμα 4.3 έχουμε

‖(𝑤1 − (𝑥 + 𝑦))−1 − (𝑤1 − 𝑥)−1‖ < 2‖(𝑤1 − 𝑥)−1‖2.‖𝑦‖ ≤ 2𝑀2‖𝑦‖

για κάθε 𝑤 ∈ Γ∗ και συνεπώς

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 + 𝑦)‖ ≤ 𝑉 (Γ)
𝜋 ‖𝑓‖Γ 𝑀2‖𝑦‖

πράγμα που δείχνει ότι ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 + 𝑦)‖ ⟶ 0 καθώς 𝑦 ⟶ 0. 2

7.4 Η προβολή του Riesz

Ενα στοιχείο 𝑝 μίας άλγεβρας 𝐴 λέγεται ταυτοδύναμο αν 𝑝2 = 𝑝. Εν γένει η
𝒜 μπορεί να μην περιέχει ταυτοδύναμα εκτός από τα τετριμμένα, δηλαδή το 0
και το 1. Αυτό συμβαίνει για παράδειγμα στην 𝐶(𝐾), όταν ο συμπαγής χώρος
𝐾 είναι συνεκτικός. Αν όμως ο 𝐾 δεν είναι συνεκτικός, η χαρακτηριστική συ-
νάρτηση 𝜒𝐹 κάθε μη κενού ανοικτού και κλειστού γνήσιου υποσυνόλου 𝐹 του
𝐾 είναι μη τετριμμένο ταυτοδύναμο στοιχείο της 𝐶(𝐾).
Θα δείξω ότι κάθε άλγεβρα Banach 𝐴 με μονάδα που περιέχει ένα στοιχείο με
μη συνεκτικό φάσμα περιέχει και ένα μη τετριμμένο ταυτοδύναμο στοιχείο.
Υποθέτω ότι το φάσμα ενός στοιχείου 𝑥 ∈ 𝐴 μπορεί να γραφεί στην μορφή
𝜎(𝑥) = 𝐹1 ∪ 𝐹2 όπου 𝐹1, 𝐹2 είναι ξένα κλειστά σύνολα. Επιλέγω ξένα ανοικτά
σύνολα 𝑈1, 𝑈2 ώστε 𝐹𝑖 ⊆ 𝑈𝑖 και ονομάζω 𝑓𝑖 ∶ 𝑈1 ∪ 𝑈2 ⟶ ℂ την χαρακτηρι-
στική συνάρτηση του 𝑈𝑖. Τότε η 𝑓𝑖 είναι ολόμορφη στην περιοχή 𝑈 = 𝑈1 ∪ 𝑈2
του 𝜎(𝐴), άρα 𝑓𝑖 ∈ Hol(𝑥), οπότε το 𝑓𝑖(𝑥) είναι καλά ορισμένο στοιχείο της 𝐴.
Γράφουμε

𝑝𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2).

Οι επόμενες ιδιότητες είναι άμεσες συνέπειες του συναρτησιακού λογισμού:
Επειδή 𝑓𝑖𝑓𝑗 = 𝑓𝑖𝛿𝑖𝑗, έχουμε 𝑝𝑖𝑝𝑗 = 𝑝𝑖𝛿𝑖𝑗 και ειδικότερα 𝑝2

𝑖 = 𝑝𝑖. Επειδή 𝑓1 +
𝑓2 = 1 στο𝑈 , έχουμε 𝑝1 +𝑝2 = 1. Αν ∅ ≠ 𝐹𝑖 ≠ 𝜎(𝑥) τότε 𝑓𝑖(𝜎(𝑥)) = {0, 1}, και
επομένως 𝜎(𝑝𝑖) = {0, 1} από το θεώρημα φασματικής απεικόνισης. Επομένως
τα 𝑝𝑖 είναι μη τετριμμένα ταυτοδύναμα στοιχεία της 𝐴 (μάλιστα της {𝑥}′′).
Αν επιλέξω ένα θετικά προσανατολισμένο σύστημα καμπύλων Γ𝑖 που να περι-
κλείει το 𝐹𝑖 στο 𝑈\𝐹𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗), τότε το σύστημα Γ = Γ1 + Γ2 περικλείει το 𝜎(𝑥)
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στο 𝑈 , και άρα

𝑝1 = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
𝑓1(𝑤)(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤 = 1

2𝜋𝑖 ∫
Γ1

(𝑤1 − 𝑥)−1𝑑𝑤

αφού η 𝑓1 ισούται με 1 στο Γ1 και με 0 στο Γ2.
Παρατήρηση. Το γεγονός ότι 𝑝1 ≠ 1 όταν 𝐹1 ≠ 𝜎(𝑥) δείχνει ότι, στον ορισμό
του συναρτησιακού λογισμού (βλ. Ορισμό 7.1), το σύστημα καμπύλων Γ πρέπει
να περικλείει ολόκληρο το 𝜎(𝑥).
Συνοψίζουμε:

Ορισμός 7.4 Έστω𝐹 κλειστό υποσύνολο τουφάσματος 𝜎(𝑥) ενός στοιχείου 𝑥
μιάς άλγεβρας Banach 𝒜 με μονάδα, με την ιδιότητα το 𝜎(𝑥)\𝐹 να είναι επίσης
κλειστό ⁹. Για κάθε θετικά προσανατολισμένο σύστημα καμπύλων Γ στο ℂ που
περικλείει το 𝐹 στο συμπλήρωμα του 𝜎(𝑥)\𝐹 (δηλ. τέτοιο ώστε 𝐹 ⊆ insΓ και
𝜎(𝑥)\𝐹 ⊆ outΓ) ορίζουμε το ταυτοδύναμο στοιχείο του Riesz 𝑝𝐹 ∈ 𝐴 από
την σχέση

𝑝𝐹 = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
(𝑧1 − 𝑥)−1𝑑𝑧.

Πρόταση 7.15 (i) 𝑝𝐹 ∈ {𝑥}′′.
(ii) 𝑝2

𝐹 = 𝑝𝐹 .
(iii) 𝑝𝐹 = 0 αν και μόνον αν 𝐹 = ∅ και 𝑝𝐹 = 1 αν και μόνον αν 𝐹 = 𝜎(𝑥).

Παρατήρηση Γενικότερα αν 𝜎(𝑥) = 𝐹1 ∪𝐹2 ∪…∪𝐹𝑛 όπου τα 𝐹𝑖 είναι κλειστά
ξένα υποσύνολα του ℂ, τότε τα αντίστοιχα ταυτοδύναμα στοιχεία 𝑝𝐹𝑖

= 𝑝𝑖

ικανοποιούν 𝑝𝑖𝑝𝑗 = 𝑝𝑗𝑝𝑖 = 𝛿𝑖𝑗𝑝𝑗 και
𝑛

∑
𝑖=1

𝑝𝑖 = 1.

⁹δηλαδή το 𝐹 να είναι ανοικτό και κλειστό στην σχετική τοπολογία του 𝜎(𝑥)
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8 Η προβολή του Riesz σε άλγεβρες τελεστών

Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουμε ταυτοδύναμα στοιχεία της άλγεβρας
Banach 𝐵(𝑋) όπου 𝑋 είναι χώρος Banach.
Συμβολισμός Αν 𝑇 είναι (φραγμένος) τελεστής που δρά σ’έναν χώρο Banach
𝑌 , με 𝜎(𝑇 ) θα συμβολίζουμε το φάσμα του 𝑇 ως προς την άλγεβρα Banach
𝐵(𝑌 ). Έτσι, 𝜆 ∉ 𝜎(𝑇 ) αν και μόνον αν ο τελεστής 𝜆𝐼 − 𝑇 απεικονίζει τον 𝑌 1-
1 και επί του 𝑌 (οπότε ο αντίστροφός του θα είναι φραγμένος, από το θεώρημα
ανοικτής απεικόνισης).

8.1 Γενικές ιδιότητες

Έστω 𝑋 χώρος Banach και 𝐴 ∈ 𝐵(𝑋). Σταθεροποιούμε ένα ανοικτό και κλει-
στό υποσύνολο 𝐹 ⊆ 𝜎(𝐴) και συμβολίζουμε το αντίστοιχο ταυτοδύναμο στοι-
χείο, ή προβολή, του Riesz με 𝑃𝐹 (παρ. 7.4).

Θεώρημα 8.1 Εστω 𝑋1 = 𝑃𝐹 (𝑋), 𝑋2 = (𝐼 − 𝑃𝐹 )(𝑋). Τότε οι 𝑋1, 𝑋2 είναι
κλειστοί υπόχωροι του 𝑋 τέτοιοι ώστε

(i) 𝑋1 ∩ 𝑋2 = {0} και 𝑋1 + 𝑋2 = 𝑋
(ii) 𝑇 (𝑋𝑖) ⊆ 𝑋𝑖 για κάθε 𝑇 ∈ {𝐴}′ (λέμε ότι ο 𝑋𝑖 είναι υπεραναλλοίωτος για
τον 𝐴)

(iii) αν 𝐴𝑖 ∈ 𝐵(𝑋𝑖) είναι ο περιορισμός του 𝐴 στον 𝑋𝑖 τότε 𝜎(𝐴1) = 𝐹 και
𝜎(𝐴2) = 𝜎(𝐴)\𝐹 .

Δηλαδή σε κάθε (μη τετριμμένο) ανοικτό και κλειστό υποσύνολο του 𝜎(Α)
αντιστοιχεί ένα (μη τετριμμένο) συμπληρωματικό ζεύγος από κλειστούς υπο-
χώρους που είναι υπεραναλλοίωτοι για τον 𝐴.

Απόδειξη (i) Είναι απλή άσκηση, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι ο 𝑃𝐹 είναι
συνεχής και ταυτοδύναμος, να δείξεις ότι 𝑋1 = ker(𝐼 − 𝑃𝐹 ) και επομένως ότι
ο 𝑋1 είναι κλειστός¹⁰ και επίσης ότι ικανοποιείται η (i).

(ii) Αν 𝑇 ∈ {𝐴}′, τότε 𝑇 𝑃𝐹 = 𝑃𝐹 𝑇 αφού 𝑃𝐹 ∈ {𝐴}′′. Eπομένως για κάθε
𝑥 ∈ 𝑋1 έχουμε

𝑇 𝑥 = 𝑇 (𝑃𝐹 𝑥) = 𝑃𝐹 (𝑇 𝑥) ∈ 𝑃𝐹 (𝑋) = 𝑋1

¹⁰θυμίζω ότι εν γένει το πεδίο τιμών ενός φραγμένου τελεστή μπορεί να μην είναι κλειστό

49



άρα 𝑇 (𝑋1) ⊆ 𝑋1. Ομοίως 𝑇 (𝑋2) ⊆ 𝑋2.

(iii) Αρκεί να δείξω ότι (a) 𝜎(𝐴) = 𝜎(𝐴1) ∪ 𝜎(𝐴2) και ότι
(b) 𝜎(𝐴1) ⊆ 𝐹 και 𝜎(𝐴2) ⊆ 𝜎(𝐴)\𝐹 .

Απόδειξη του (a) Εστω 𝑧 ∉ 𝜎(𝐴). Θέτω𝑅𝑧 = (𝑧𝐼 −𝐴)−1. Αφού𝑅𝑧 ∈ {𝐴}′′ ⊆
{𝐴}′ έχουμε 𝑅𝑧(𝑋𝑖) ⊆ 𝑋𝑖 από το (ii). Συμβολίζουμε τον περιορισμό του 𝑅𝑧
στον 𝑋𝑖 με 𝑅(𝑖)

𝑧 , οπότε 𝑅(𝑖)
𝑧 ∈ 𝐵(𝑋𝑖).

Για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋1, γράφοντας 𝐼𝑖 ∈ 𝐵(𝑋𝑖) για τον ταυτοτικό τελεστή, έχουμε

𝑅(1)
𝑧 (𝑧𝐼1 − 𝐴1)𝑥 = 𝑅𝑧(𝑧𝐼 − 𝐴)𝑥 = 𝑥

και ομοίως (𝑧𝐼1 − 𝐴1)𝑅(1)
𝑧 𝑥 = 𝑥, άρα 𝑅(1)

𝑧 = (𝑧𝐼1 − 𝐴1)−1.
Ομοίως 𝑅(2)

𝑧 = (𝑧𝐼2 − 𝐴2)−1. Επομένως 𝑧 ∉ 𝜎(𝐴1) και 𝑧 ∉ 𝜎(𝐴2).
Αντίστροφα, έστω 𝑧 ∉ 𝜎(𝐴1) και 𝑧 ∉ 𝜎(𝐴2). Τότε υπάρχουν τελεστές 𝑇𝑖 ∈
𝐵(𝑋𝑖) ώστε

𝑇𝑖(𝑧𝐼𝑖 − 𝐴𝑖) = (𝑧𝐼𝑖 − 𝐴𝑖)𝑇𝑖 = 𝐼𝑖 (𝑖 = 1, 2).

Ορίζω έναν τελεστή 𝑇 στον 𝑋 από την σχέση 𝑇 (𝑥1 + 𝑥2) = 𝑇1𝑥1 + 𝑇2𝑥2 για
𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖. Επειδή 𝑇 = 𝑇1𝑃𝐹 + 𝑇2(𝐼 − 𝑃𝐹 ), ο 𝑇 είναι φραγμένος τελεστής. Αν
𝑥 ∈ 𝑋1, τότε (𝑧𝐼 − 𝐴)𝑥 = (𝑧𝐼1 − 𝐴1)𝑥 ∈ 𝑋1 και 𝑇 𝑥 = 𝑇1𝑥 ∈ 𝑋1, άρα
𝑇 (𝑧𝐼 −𝐴)𝑥 = (𝑧𝐼 −𝐴)𝑇 𝑥 = 𝑥. Το ίδιο ισχύει και αν 𝑥 ∈ 𝑋2, άρα και για κάθε
𝑥 ∈ 𝑋 = 𝑋1 +𝑋2. Επομένως 𝑇 = (𝑧𝐼 −𝐴)−1 άρα 𝑧 ∉ 𝜎(𝐴). Αυτό αποδεικνύει
το (a).

Απόδειξη του (b) Εστω 𝑧 ∉ 𝐹 . Επιλέγω ανοικτά ξένα σύνολα 𝑈𝑖 ώστε 𝐹 ⊆ 𝑈1
και (𝜎(𝐴)\𝐹) ∪ {𝑧} ⊆ 𝑈2. Εστω 𝑓 η χαρακτηριστική του 𝑈1 και έστω

𝑔(𝑤) = { (𝑧 − 𝑤)−1 𝑤 ∈ 𝑈1
0 𝑤 ∈ 𝑈2.

Τότε οι 𝑓, 𝑔 είναι ολόμορφες στο 𝑈 = 𝑈1 ∪ 𝑈2 άρα 𝑓, 𝑔 ∈ Hol(𝐴). Επειδή
𝑓(𝑤) = 𝑔(𝑤)(𝑧 − 𝑤) για κάθε 𝑤 ∈ 𝑈 έχουμε

𝑓(𝐴) = 𝑔(𝐴)(𝑧𝐼 − 𝐴) = (𝑧𝐼 − 𝐴)𝑔(𝐴).

Αλλά 𝑓(𝐴) = 𝑃𝐹 άρα, για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋1,

𝑥 = 𝑓(𝐴)𝑥 = 𝑔(𝐴)(𝑧𝐼 − 𝐴)𝑥 = (𝑧𝐼 − 𝐴)𝑔(𝐴)𝑥.

50



Ομως 𝑔(𝐴) ∈ {𝐴}′ και επομένως 𝑔(𝐴)(𝑋1) ⊆ 𝑋1. Αρα αν 𝑇 ∶ 𝑋1 → 𝑋1 είναι
ο περιορισμός του 𝑔(𝐴) στο 𝑋1 η προηγούμενη ισότητα δίνει

𝑥 = 𝑇 (𝑧𝐼1 − 𝐴1)𝑥 = (𝑧𝐼1 − 𝐴1)𝑇 𝑥

για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋1, πράγμα που δείχνει ότι 𝑧 ∉ 𝜎(𝐴1).
Όμοια αποδεικνύεται ότι 𝜎(𝐴2) ⊆ 𝜎(𝐴)\𝐹 . 2

8.2 Μεμονωμένα σημεία του φάσματος

Υποθέτω τώρα ότι το 𝑧𝑜 είναι μεμονωμένο σημείο του 𝜎(𝐴). Συμβολίζουμε 𝑃𝑜
την προβολή Riesz 𝑃{𝑧𝑜}, 𝑋𝑜 τον υπόχωρο 𝑋{𝑧𝑜} και 𝐴𝑜 τον περιορισμό του 𝐴
στον 𝑋𝑜. Τότε από το Θεώρημα 8.1 έχουμε ότι 𝐴(𝑋𝑜) ⊆ 𝑋𝑜 και ότι 𝜎(𝐴𝑜) =
{𝑧𝑜}. Επεται ότι 𝜎(𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼) = {0}, άρα lim ‖(𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼)𝑘‖1/𝑘 = 0 (Θεώρημα
5.3).

Πρόταση 8.2 𝑋𝑜 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ lim𝑛 ‖(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑥‖1/𝑛 = 0}.

Απόδειξη Εστω 𝑥 ∈ 𝑋𝑜. Τότε

‖(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑘𝑥‖1/𝑘 = ‖(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴𝑜)𝑘𝑥‖1/𝑘 ≤ ‖(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴𝑜)𝑘‖1/𝑘‖𝑥‖1/𝑘,

άρα lim𝑛 ‖(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑥‖1/𝑛 = 0.
Υποθέτω αντίστροφα ότι το 𝑥 ∈ 𝑋 ικανοποιεί lim𝑛 ‖(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑥‖1/𝑛 = 0.
Ονομάζω 𝐵 τον τελεστή 𝐴 − 𝑧𝑜𝐼 και 𝐵𝑜, 𝐵1 τους περιορισμούς του 𝐵 στους
υποχώρους 𝑋𝑜 και (𝐼 − 𝑃𝑜)𝑋. Γράφω επίσης 𝑥 = 𝑥𝑜 + 𝑥1 όπου 𝑥𝑜 ∈ 𝑋𝑜 και
𝑥1 ∈ 𝑋1. Απο το Θεώρημα 8.1 έχω ότι το φάσμα του τελεστή 𝐵1 δεν περιέχει
το 0 (διότι το 𝑧𝑜 δεν ανήκει στο φάσμα του αντίστοιχου περιορισμού του 𝐴).
Συνεπώς ο 𝐵1 είναι αντιστρέψιμος, άρα για κάθε 𝑛 ∈ ℕ έχουμε
‖𝑥1‖ = ‖𝐵−𝑛

1 𝐵𝑛
1 𝑥1‖ ≤ ‖𝐵−𝑛

1 ‖.‖𝐵𝑛
1 𝑥1‖ ≤ ‖𝐵−1

1 ‖𝑛.‖𝐵𝑛
1 𝑥1‖.

Αν ονομάσω 𝛼𝑛 = ‖𝐵𝑛𝑥‖1/𝑛 και 𝛾𝑛 = ‖𝐵𝑛
𝑜 𝑥𝑜‖1/𝑛 τότε έχω

‖𝑥1‖
‖𝐵−1

1 ‖𝑛 ≤ ‖𝐵𝑛
1 𝑥1‖ = ‖𝐵𝑛𝑥1‖ = ‖𝐵𝑛(𝑥 − 𝑥𝑜)‖ ≤ ‖𝐵𝑛𝑥‖ + ‖𝐵𝑛𝑥𝑜‖ = 𝛼𝑛

𝑛 + 𝛾𝑛
𝑛 .

Επειδή 𝑥𝑜 ∈ 𝑋𝑜 έχουμε 𝛾𝑛 → 0 από την προηγούμενη παράγραφο και εξ
υποθέσεως έχουμε 𝛼𝑛 → 0. Από την τελευταία ανισότητα έπεται όμως τότε ότι
‖𝑥1‖1/𝑛 → 0, πράγμα που δεν μπορεί να συμβεί αν 𝑥1 ≠ 0.
Συνεπώς 𝑥 = 𝑥𝑜 ∈ 𝑋𝑜. 2
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8.3 Πόλοι του επιλύοντα τελεστή

Έστω 𝐴 ∈ ℬ(𝑋). Θεωρούμε τον επιλύοντα τελεστή 𝑅𝑧 ∶= (𝑧𝐼 − 𝐴)−1. Ο τε-
λεστής αυτός ορίζεται για κάθε 𝑧 στο ανοικτό σύνολο ℂ\𝜎(𝐴) και η συνάρτηση
ℂ\𝜎(𝐴) ⟶ ℬ(𝑋) ∶ 𝑧 ⟶ 𝑅𝑧 είναι ολόμορφη (Παράδειγμα 6.1).
Εστω 𝑧𝑜 ∈ 𝜎(𝐴) μεμονωμένο σημείο. Τότε το 𝑧𝑜 είναι μεμονωμένη ανωμαλία
της συνάρτησης 𝑧 → 𝑅𝑧, που δεν είναι επουσιώδης (πράγματι, αν το lim

𝑧→𝑧𝑜
𝑅𝑧 =

𝑇 υπάρχει, τότε ελέγχεται εύκολα ότι 𝑇 (𝑧𝑜𝐼 −𝐴) = (𝑧𝑜𝐼 −𝐴)𝑇 = 𝐼 , οπότε 𝑧𝑜 ∉
𝜎(𝐴)). Επομένως, από το Πόρισμα 6.9 η συνάρτηση 𝑧 → 𝑅𝑧 έχει ανάπτυγμα
Laurent κοντά στο 𝑧𝑜:

𝑅𝑧 =
∞

∑
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘 +
∞

∑
𝑘=1

𝐵𝑘(𝑧 − 𝑧𝑜)−𝑘

όπου 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 ∈ ℬ(𝑋). Έχουμε

𝐵𝑘 = 1
2𝜋𝑖 ∫

𝛾
(𝑤 − 𝑧𝑜)𝑘−1(𝑤𝐼 − 𝐴)−1𝑑𝑤

όπου 𝛾 είναι κύκλος με κέντρο 𝑧𝑜 και ακτίνα 𝑟 τέτοια ώστε το 𝛾∗ να μην τέμνει
το 𝜎(𝐴)\{𝑧𝑜}. Μάλιστα, το 𝑧𝑜 είναι πόλος τάξης 𝑛 αν και μόνον αν 𝐵𝑛 ≠ 0 και
𝐵𝑚 = 0 για 𝑚 > 𝑛.

Λήμμα 8.3 Για κάθε 𝑘 ∈ ℕ έχουμε

𝐵1 = 𝑃{𝑧𝑜} και 𝐵𝑘 = (𝐴 − 𝑧𝑜𝐼)𝑘−1𝑃{𝑧𝑜}.

Απόδειξη. Επιλέγω ανοικτά ξένα σύνολα 𝑈1, 𝑈2 ώστε

𝐵(𝑧𝑜, 𝑟) ⊆ 𝑈1 και 𝜎(𝐴)\{𝑧𝑜} ⊆ 𝑈2 .

θέτω 𝑈 = 𝑈1 ∪ 𝑈2 και έστω 𝑓 ∶ 𝑈 → ℂ η χαρακτηριστική του 𝑈1. Τότε 𝑓 ∈
Hol(𝐴) και 𝑓(𝐴) = 𝑃{𝑧𝑜}.
ΕστωΓ ένα προσανατολισμένο σύστημα καμπύλωνπου περικλείει το𝜎(𝐴)\{𝑧𝑜}
στο 𝑈2. Παρατήρησε ότι το σύστημα καμπύλων Γ1 = Γ + 𝛾 περικλείει το 𝜎(𝐴)
στο 𝑈 . Επομένως, αν 𝑘 ∈ ℕ και 𝑔𝑘(𝑧) = 𝑓(𝑧)(𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘, τότε η 𝑔𝑘 ορίζεται και
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είναι ολόμορφη στο 𝑈 , και έχουμε

(𝐴 − 𝑧𝑜𝐼)𝑘𝑃{𝑧𝑜} = (𝐴 − 𝑧𝑜𝐼)𝑘𝑓(𝐴) = 𝑔𝑘(𝐴) = 1
2𝜋𝑖∫

Γ1

𝑔𝑘(𝑤)(𝑤𝐼 − 𝐴)−1𝑑𝑤

= 1
2𝜋𝑖∫

Γ
𝑔𝑘(𝑤)(𝑤𝐼 − 𝐴)−1𝑑𝑤 + 1

2𝜋𝑖∫
𝛾

𝑔𝑘(𝑤)(𝑤𝐼 − 𝐴)−1𝑑𝑤

= 1
2𝜋𝑖∫

𝛾
(𝑤 − 𝑧𝑜)𝑘(𝑤𝐼 − 𝐴)−1𝑑𝑤 = 𝐵𝑘

αφού η 𝑔𝑘(𝑧) μηδενίζεται στο Γ∗ και ισούται με (𝑧 − 𝑧𝑜)𝑘 στο 𝛾∗. 2

Από το Λήμμα έπεται ότι 𝐵𝑘 ∣𝑋𝑜
= (𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼)𝑘−1, και αν 𝐵𝑘 = 0 τότε 𝐵𝑛 = 0

για κάθε 𝑛 ≥ 𝑘.

Αυτό αποδεικνύει την

Πρόταση 8.4 Ενα μεμονωμένο σημείο 𝑧𝑜 του 𝜎(𝐴) είναι πόλος της 𝑅𝑧 τάξης
𝑛𝑜 αν και μόνον αν (𝐴 − 𝑧𝑜𝐼)𝑛𝑜𝑃{𝑧𝑜} = 0 και (𝐴 − 𝑧𝑜𝐼)𝑛𝑜−1𝑃{𝑧𝑜} ≠ 0, δη-
λαδή αν και μόνον αν (𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼)𝑛𝑜 = 0 και (𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼)𝑛𝑜−1 ≠ 0. Αρα το 𝑧𝑜
είναι ουσιώδης ανωμαλία της 𝑅𝑧 αν και μόνον αν ο τελεστής 𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼 (είναι
ψευδομηδενοδύναμος αλλά) δεν είναι μηδενοδύναμος.

Η ακολουθία {ker((𝑧𝑜𝐼 −𝐴)𝑛)} είναι αύξουσα ακολουθία κλειστών υποχώρων
του 𝑋 που είναι 𝐴-αναλλοίωτοι. Επομένως το σύνολο

𝑌𝑜 =
∞
⋃
𝑛=1

ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ ∃𝑛 ∈ ℕ ∶ (𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑥 = 0}

των γενικευμένων ιδιοδιανυσμάτων του 𝐴 είναι γραμμικός χώρος (όχι ανα-
γκαστικά κλειστός). Εν γένει μπορεί να είναι {0}. Αν όμως ο𝐴 έχει γενικευμένα
μη μηδενικά ιδιοδιανύσματα, τότε έχει ιδιοδιανύσματα. Πράγματι, έστω 𝑥 ≠ 0,
𝑥 ∈ 𝑌𝑜, και έστω 𝑛 ∈ ℕ ο ελάχιστος ώστε (𝑧𝑜𝐼 −𝐴)𝑛𝑥 = 0. Αν 𝑛 = 1, το 𝑥 είναι
ιδιοδιάνυσμα του 𝐴. Αν όχι, τότε το 𝑦 ∶= (𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛−1𝑥 είναι (μη μηδενικό)
ιδιοδιάνυσμα του 𝐴.
Αν ένα 𝑥 ∈ 𝑋 ικανοποιεί (𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑥 = 0 για κάποιο 𝑛 ∈ ℕ τότε βέβαια
lim𝑘 ‖(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑘𝑥‖1/𝑘 = 0 οπότε 𝑥 ∈ 𝑋𝑜 (Πρόταση 8.2). Δηλαδή

𝑌𝑜 ⊆ 𝑋𝑜.

Πότε ισχύει ισότητα;
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Πρόταση 8.5 Ενα μεμονωμένο σημείο 𝑧𝑜 του 𝜎(𝐴) είναι πόλος της 𝑅𝑧 αν και
μόνον αν

𝑋𝑜 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ ∃ 𝑛 ∈ ℕ ∶ (𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑥 = 0}.
Έχουμε τότε ¹¹

0 ≠ ker(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴) ⊂ ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)2) ⊂ … ⊂ ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑜) = 𝑋𝑜

και ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛) = 𝑋𝑜 για κάθε 𝑛 ≥ 𝑛𝑜, όπου 𝑛𝑜 είναι η τάξη του πόλου.
Ειδικότερα, το 𝑧𝑜 είναι ιδιοτιμή του 𝐴.

Απόδειξη.Υποθέτω ότι𝑌𝑜 = 𝑋𝑜. Τότε𝑋𝑜 = ∪𝑛𝑋𝑛, όπου κάθε𝑋𝑛 = ker((𝑧𝑜𝐼−
𝐴)𝑛) είναι κλειστός υπόχωρος του χώρου Banach 𝑋𝑜. Από το Θεώρημα Κατη-
γορίας του Baire, κάποιος 𝑋𝑛 θα έχει μη κενό εσωτερικό, οπότε 𝑋𝑛 = 𝑋𝑜. Αν
𝑛𝑜 είναι ο ελάχιστος ακέραιος που ικανοποιεί αυτήν την ισότητα, τότε (𝑧𝑜𝐼 −
𝐴)𝑛𝑜(𝑋𝑜) = {0} (άρα ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑜) = 𝑋𝑜) και
(𝑧𝑜𝐼 −𝐴)𝑛𝑜−1(𝑋𝑜) ≠ {0} (άρα ker((𝑧𝑜𝐼 −𝐴)𝑛𝑜−1) ≠ 𝑋𝑜), επομένως𝐵𝑛𝑜+1 =
0 και 𝐵𝑛𝑜

≠ 0, δηλαδή το 𝑧𝑜 είναι πόλος της 𝑅𝑧 τάξης 𝑛𝑜.
Αν αντίστροφα το 𝑧𝑜 είναι πόλος της 𝑅𝑧 τάξης 𝑛𝑜, τότε από την Πρόταση
8.4 ο τελεστής (𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)|𝑋𝑜

είναι μηδενοδύναμος τάξης 𝑛𝑜, δηλαδή (𝑧𝑜𝐼 −
𝐴)𝑛𝑜(𝑋𝑜) = {0} και (𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑜−1(𝑋𝑜) ≠ {0}. 2

Παρατηρήσεις (i) Από την προηγούμενη απόδειξη είναι φανερό ότι ο 𝑌𝑜 εί-
ναι κλειστός υπόχωρος του 𝑋 αν και μόνον αν η ακολουθία των υποχώρων
{ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛)} τερματίζεται. Δεν αρκεί όμως αυτό για να είναι το 𝑧𝑜 πόλος
της 𝑅𝑧 ∶
Παράδειγμα Ο τελεστής

𝑊 ∶ ℓ2 → ℓ2 ∶ (𝑎1, 𝑎2, …) → (0, 0, 𝑎2
2 , 𝑎3

3 , …)

είναι ψευδομηδενοδύναμος (άσκηση), αλλά όχι μηδενοδύναμος αφού𝑊 𝑛(𝑒𝑛)≠
0 όταν 𝑛 > 1. Παρόλα αυτά ισχύει 0 ≠ ker(𝑊) = … = ker(𝑊 𝑛) = [𝑒1] για
κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
(ii) Γενικότερα αποδεικνύεται ότι ένα σημείο 𝑧𝑜 ∈ ℂ είναι πόλος της 𝑅𝑧 αν και
μόνον αν και οι δύο ακολουθίες

ker(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴) ⊆ ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)2) ⊆ … ⊆ ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛) ⊆ …

και
ran(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴) ⊇ ran((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)2) ⊇ … ⊇ ran((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛) ⊇ …

¹¹ο συμβολισμός 𝐴 ⊂ 𝐵 σημαίνει 𝐴 ⊆ 𝐵 και 𝐴 ≠ 𝐵
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έχουν θετικό και πεπερασμένο μήκος. Τότε έχουν αναγκαστικά το ίδιο μήκος,
που ταυτίζεται με την τάξη του 𝑛𝑜 του πόλου, και μάλιστα
ker𝑃𝑜 = ran(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑜 , οπότε

𝑋 = ker(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑜 ⊕ ran(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑜 .

(βλ. [4], Πρόταση 50.2).
(iii) Δείξαμε ότι αν το 𝑧𝑜 είναι πόλος της 𝑅𝑧 τότε είναι ιδιοτιμή του 𝐴. Το αντί-
στροφο δεν αληθεύει εν γένει: μία ιδιοτιμή του 𝐴 δεν είναι αναγκαστικά πόλος
της 𝑅𝑧, ούτε πάντα μεμονωμένο σημείο του 𝜎(𝐴) (Παράδειγμα;)
(iv) Υπό της συνθήκες της Πρότασης 8.5, δεν έπεται κατ’ανάγκην ότι ο 𝑋𝑜 ή
κάποιος από τους ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛) έχει πεπερασμένη διάσταση. (Παράδειγμα;)

8.3.1 Ειδική περίπτωση: dim(𝑋𝑜) < ∞

Στην περίπτωση αυτή ισχύει κατ’ανάγκην η ισότητα 𝑌𝑜 = 𝑋𝑜, άρα ο ψευδομη-
δενοδύναμος τελεστής 𝑧𝑜𝐼 − 𝐴𝑜 είναι μηδενοδύναμος οπότε (από την πρόταση
8.4) το 𝑧𝑜 είναι πόλος της 𝑅𝑧.
Θέτουμε Β ∶= 𝑧𝑜𝐼 − 𝐴𝑜. Είναι σαφές ότι Β(ker(𝐵𝑘) ⊆ ker(𝐵𝑘−1) για κάθε 𝑘.
Επομένως αν επιλέξουμε μία βάση του ker(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴𝑜) και την επεκτείνουμε σε
βάση του ker((𝑧𝑜𝐼 −𝐴)2), μετά σε βάση του ker((𝑧𝑜𝐼 −𝐴)3) και ούτω καθεξής,
κατασκευάζουμε μία βάση του 𝑋𝑜 ως προς την οποία ο πίνακας του Β είναι
γνήσια άνω τριγωνικός.
Αυτό αποδεικνύει την

Πρόταση 8.6 Αν dim(𝑋𝑜)<∞, υπάρχει ελάχιστος 𝑛𝑜 ώστε (𝑧𝑜𝐼−𝐴𝑜)𝑛𝑜=0 και
ο τελεστής 𝐴𝑜 τριγωνοποιείται. Συγκεκριμένα, υπάρχει βάση του 𝑋𝑜 ως προς
την οποία ο πίνακας του 𝐴𝑜 είναι άνω τριγωνικός, και μάλιστα τα στοιχεία της
διαγωνίου του είναι όλα ίσα με 𝑧𝑜.

Παρατήρηση. Επειδή

{0} ≠ ker(𝑧𝑜𝐼 − 𝐴) ⊂ ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)2) ⊂ … ⊂ ker((𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑜) = 𝑋𝑜

είναι προφανές ότι dim ker((𝑧𝑜𝐼 −𝐴)𝑛) ≥ 𝑛 για 𝑛 ≤ 𝑛𝑜 και η ανισότητα μπορεί
να είναι γνήσια (παράδειγμα: ένας μηδενοδύναμος τελεστής με δείκτη 2 σε
έναν τρις- (ή απειρο-) διάστατο χώρο).
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8.4 Αλγεβρικοί τελεστές

Ένας τελεστής Α σ’ έναν χώρο Banach Χ λέγεται αλγεβρικός αν υπάρχει πο-
λυώνυμο 𝑝 ώστε 𝑝(Α) = 0. Όταν dim𝑋 < ∞, κάθε 𝐴 ∈ 𝐵(𝑋) είναι αλγεβρι-
κός. Πράγματι, αν dim𝑋 = 𝑛 τότε dim𝐵(𝑋) = 𝑛2, οπότε τα 𝐼, 𝐴, 𝐴2, … , 𝐴𝑛2

είναι γραμμικά εξαρτημένα, συνεπώς ο Α μηδενίζεται από ένα πολυώνυμο
βαθμού το πολύ 𝑛2 +1. Το Θεώρημα Cayley-Hamilton βεβαιώνει ότι στην πραγ-
ματικότητα ο Α μηδενίζεται από ένα πολυώνυμο βαθμού το πολύ 𝑛. Ο συναρ-
τησιακός λογισμός επιτρέπει μια απλή απόδειξη του θεωρήματος αυτού:

Θεώρημα 8.7 (Cayley - Hamilton) Αν 𝑝 είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
ενός τελεστή𝐴 σε χώροπεπερασμένης διάστασης (δηλαδή 𝑝(𝑧) = det(𝑧𝐼−𝐴)),
τότε 𝑝(𝐴) = 0.

Απόδειξη. Αν 𝜎(𝐴) = {𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛}, τότε υπάρχουν αρκετά μικροί κύκλοι 𝛾𝑖
ώστε 𝐼𝑛𝑑𝛾𝑖

(𝑧𝑗) = 𝛿𝑖𝑗. Αν Γ = 𝛾1 + … + 𝛾𝑛, τότε η Γ περικλείει το 𝜎(Α) στο ℂ,
άρα από τον συναρτησιακό λογισμό έχουμε

𝑝(𝐴) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
𝑝(𝑤)(𝑤𝐼 − 𝐴)−1𝑑𝑤.

Αλλά για κάθε 𝑤 ∉ 𝜎(𝐴) έχουμε (𝑤𝐼 − 𝐴)−1 = (det(𝑤𝐼 − 𝐴))−1𝐵(𝑤), όπου
𝐵(𝑤) είναι πίνακας που τα στοιχεία του είναι πολυώνυμα ως προς 𝑤, δηλαδή
ο 𝐵(𝑤) είναι πολυώνυμο ως προς 𝑤 (με συντελεστές πίνακες). Επομένως

𝑝(𝐴) = 1
2𝜋𝑖 ∫

Γ
𝑝(𝑤)(det(𝑤𝐼 − 𝐴))−1𝐵(𝑤)𝑑𝑤 = 1

2𝜋𝑖 ∫
Γ

𝐵(𝑤)𝑑𝑤 = 0

γιατί η συνάρτηση𝑤 → 𝐵(𝑤) είναι πολυωνυμική, άρα έχει παράγουσα. 2

Υποθέτουμε τώρα ότι οΑ είναι ένας αλγεβρικός τελεστής σ’έναν (ενδεχομένως
απειροδιάστατο) χώρο Banach Χ. Έστω 𝑝 ένα πολυώνυμο ελάχιστου βαθμού
που μηδενίζει τον Α (ένα (μιγαδικό) πολλαπλάσιο του ελαχιστικού πολυωνύ-
μου του Α). Τότε 𝑝(𝜎(Α)) = 𝜎(𝑝(Α)) = {0} από το θεώρημα (ή το λήμμα)
φασματικής απεικόνισης, και συνεπώς το 𝜎(Α) είναι πεπερασμένο σύνολο, και
αποτελείται ακριβώς από τις ρίζες του 𝑝.
Έστω 𝑧𝑜 ∈ 𝜎(Α) και 𝑑 η αλγεβρική πολλαπλότητα του 𝑧𝑜 ως προς 𝑝, δηλαδή
η πολλαπλότητα του 𝑧𝑜 ως ρίζας του 𝑝. Ισχυρίζομαι ότι το 𝑧𝑜 είναι πόλος του
επιλύοντα τελεστή τάξης ακριβώς 𝑑, άρα είναι ιδιοτιμή του Α.
Πράγματι, υπάρχει πολυώνυμο 𝑞 ώστε 𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝑧𝑜)𝑑𝑞(𝑧) για κάθε 𝑧 και
𝑞(𝑧𝑜) ≠ 0. Αν Α𝜊, Α1 είναι οι περιορισμοί του Α στους Χ𝜊 = 𝑃{𝑧𝑜}(𝑋) και
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Χ1 = (Ι − 𝑃{𝑧𝑜})(𝑋) αντίστοιχα, τότε 𝜎(𝐴𝑜) = {𝑧𝑜} και 𝜎(𝐴1) = 𝜎(Α)\{𝑧𝑜}.
Επομένως το σύνολο 𝜎(𝑞(𝐴𝑜)) = 𝑞(𝜎(𝐴𝑜)) δεν περιέχει το 0. Αρα ο τελεστής
𝑞(𝐴𝑜) είναι αντιστρέψιμος (στον 𝑋𝑜). Από την άλλη μεριά έχουμε 𝑝(𝐴) = 0,
άρα 𝑝(𝐴𝑜) = (𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑𝑞(𝐴𝑜) = 0. Επομένως (𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑 = 0. Ομοίως,
0 = 𝑝(𝐴1) = (𝐴1 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑𝑞(𝐴1) άρα 𝑞(𝐴1) = 0 αφού 𝑧𝑜 ∉ 𝜎(𝐴1).
Μένει να δείξω ότι (𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑−1 ≠ 0. Πράγματι, αν (𝐴𝑜 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑−1 = 0, τότε
για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 γράφοντας 𝑥 = 𝑃𝑜𝑥 + (𝐼 − 𝑃𝑜)𝑥, έχουμε
(𝐴 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑−1𝑞(𝐴)𝑥 = (𝐴 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑−1𝑞(𝐴)𝑃𝑜𝑥 + (𝐴 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑−1𝑞(𝐴)(𝐼 − 𝑃𝑜)𝑥
= 𝑞(𝐴𝜊)(𝐴𝜊 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑−1𝑃𝑜𝑥 + (𝐴1 − 𝑧𝑜𝐼)𝑑−1𝑞(𝐴1)(𝐼 − 𝑃𝑜)𝑥 = 0

δηλαδή (𝐴−𝑧𝑜𝐼)𝑑−1𝑞(𝐴) = 0, πράγμα που αντιβαίνει στο γεγονός ότι το 𝑝 έχει
ελάχιστο βαθμό.
Αποδείξαμε λοιπόν την

Πρόταση 8.8 Αν 𝐴 ∈ ℬ(𝑋) είναι αλγεβρικός τελεστής, τότε το φάσμα του
είναι πεπερασμένο και αποτελείται από ιδιοτιμές. Κάθε ιδιοτιμή είναι πόλος
του επιλύοντα τελεστή με τάξη ίση προς την πολλαπλότητα της ιδιοτιμής ως
ρίζας του ελαχιστικού πολυωνύμου που μηδενίζει τον Α.

8.5 Συμπαγείς τελεστές

Ενας τελεστής 𝐴 σ’ έναν χώρο Banach 𝑋 λέγεται συμπαγής αν απεικονίζει
φραγμένα σύνολα σε σχετικά συμπαγή σύνολα. Ένας τέτοιος τελεστής είναι βέ-
βαια φραγμένος. Ειδικότερα οι φραγμένοι τελεστές πεπερασμένης τάξης (δη-
λαδή οι 𝐴 ∈ ℬ(𝑋) που ικανοποιούν dim(𝐴(𝑋)) < ∞) είναι συμπαγείς, και
το ίδιο ισχύει για norm-όρια ακολουθιών απο τέτοιους τελεστές. Αν ο 𝑋 είναι
χώρος Hilbert, τότε αντίστροφα κάθε συμπαγής τελεστής είναι όριο μίας ακο-
λουθίας από τελεστές πεπερασμένης τάξης (βλ. π.χ. [5], 3.2). Το ίδιο ισχύει σε
πολλούς χώρους Banach, όχι όμως σε όλους [2].
Θα χρειασθούμε το γεγονός ότι κάθε 𝑧𝑜 ∈ 𝜎(𝐴)\{0} είναι μεμονωμένο ση-
μείο του φάσματος του 𝐴 (βλ. π.χ. [5], 5.1). Αν 𝑃𝑜 είναι η αντίστοιχη προ-
βολή Riesz και 𝑋𝑜 = 𝑃𝑜(𝑋), τότε ο 𝐴𝑜 ∶= 𝐴|𝑋𝑜

είναι αντιστρέψιμος (γιατί
το 𝜎(𝐴𝑜) = {𝑧𝑜} δεν περιέχει το 0), και επίσης είναι συμπαγής. Επομένως
είναι πεπερασμένης τάξης, γιατί η μοναδιαία μπάλα του 𝐴𝑜(𝑋) έχει μη κενό
εσωτερικό και συμπαγή κλειστή θήκη. Αφού ο 𝐴𝑜 είναι αντιστρέψιμος, έπεται
ότι dim𝑋𝑜 < ∞. Από την πρόταση 8.6 έπεται ότι υπάρχει ελάχιστος 𝑛𝑜 ∈ ℕ
ώστε ο χώρος 𝑋𝑜 να ισούται με τον χώρο

{𝑥 ∈ 𝑋 ∶ (𝑧𝑜𝐼 − 𝐴)𝑛𝑜𝑥 = 0}
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των γενικευμένων ιδιοδιανυσμάτων του𝐴. Ειδικότερα, το 𝑧𝑜 είναι ιδιοτιμή και,
από την πρόταση 8.5, είναι πόλος του επιλύοντα του 𝐴 τάξης ακριβώς 𝑛𝑜.
Παρατήρηση Το 0 ανήκει αναγκαστικά στο 𝜎(𝐴), όταν dim𝑋 = ∞ (γιατί;),
αλλά ενδέχεται να μην είναι ιδιοτιμή, ή να μην είναι μεμονωμένο σημείο του
𝜎(𝐴).
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9 Συνέχεια του φάσματος

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε την μεταβολή του φάσματος 𝜎(𝑥) κα-
θώς μεταβάλλεται το στοιχείο 𝑥 μιάς άλγεβρας Banach 𝒜 με μονάδα.

9.1 Η συνάρτηση 𝑥 → 𝜌(𝑥)

Ξεκινάμε από την μελέτη της συνάρτησης 𝑥 ⟶ 𝜌(𝑥) ∶ 𝒜 ⟶ ℝ. Ξέρουμε ότι
𝜌(𝑥) ≤ ‖𝑥‖, επομένως αν 𝑥𝑛 ⟶ 0 τότε 𝜌(𝑥𝑛) ⟶ 0, δηλαδή η 𝜌 είναι συνεχής
στο 0.
Ερώτημα 1 Είναι η 𝜌 ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση;
Παρατήρησε ότι αν σε μία άλγεβρα Banach 𝒜 ισχύει |𝜌(𝑥) − 𝜌(𝑦)| ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖,
τότε η 𝜌 είναι ομοιόμορφα συνεχής στην 𝒜. Θα δείξουμε (Θεώρημα 9.5) ότι
αυτό συμβαίνει όταν η𝒜 είναι μεταθετική. Η πιό απλή μη-μεταθετική άλγεβρα
είναι η άλγεβρα 𝑀2(ℂ) των 2 × 2 (μιγαδικών) πινάκων. Ακόμα και σ’ αυτήν
την άλγεβρα, η ομοιόμορφη συνέχεια της 𝜌 αποτυγχάνει:
Παράδειγμα Έστω

𝐴𝑛 = ( 0 1/𝑛
𝑛 0 ) , 𝐵𝑛 = ( 0 0

𝑛 0 )

Τότε ‖𝐴𝑛 − 𝐵𝑛‖ = 1
𝑛 ⟶ 0 ενώ 𝜌(𝐴𝑛) − 𝜌(𝐵𝑛) = 1.

Άσκηση Δείξτε ότι η άλγεβρα 𝑇2(ℂ) των των 2 × 2 άνω τριγωνικών πινάκων
είναι μη μεταθετική, αλλά η 𝜌 ∶ 𝑇2(ℂ) ⟶ ℝ+ είναι ομοιόμορφα συνεχής.

Ερώτημα 2 Είναι η 𝜌 συνεχής;
Θα δείξουμε ότι αυτό ισχύει όταν dim(𝒜) < ∞ (9.7), δεν ισχύει όμως εν γένει:
Παράδειγμα Kakutani Υπάρχει μία ακολουθία (𝐴𝑘) από (φραγμένους) μη-
δενοδύναμους τελεστές στον 𝐻 = ℓ2(ℕ) (οπότε 𝜌(𝐴𝑘) = 0) που συγκλίνει σ’
έναν τελεστή 𝐴 με 𝜌(𝐴) > 0.

Απόδειξη Αν {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 = 0, 1, ...} είναι η συνηθισμένη βάση του 𝐻 , ορίζω
𝐴𝑒𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑒𝑛+1. Ελέγχεται εύκολα ( Άσκηση) ότι ο 𝐴 επεκτείνεται σε φραγ-
μένο τελεστή𝐴 ∶ 𝐻 ⟶ 𝐻 αν και μόνον αν η ακολουθία (𝑎(𝑛)) είναι φραγμένη,
και μάλιστα ‖𝐴‖ = sup |𝑎(𝑛)|.
Ορίζω την (𝑎(𝑛)) ως εξής: Κάθε ζυγός όρος τίθεται ίσος με 1. Από τους υπό-
λοιπους, κάθε δεύτερος όρος τίθεται ίσος με 1/2. Από τους υπόλοιπους, κάθε
δεύτερος όρος τίθεται ίσος με 1/22, και ούτω καθεξής:
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1 − 1 − 1 − 1 − 1 − 1 − 1 − 1 − 1 ...
1 1/2 1 − 1 1/2 1 − 1 1/2 1 − 1 1/2 1 − 1 ...
1 1/2 1 1/4 1 1/2 1 − 1 1/2 1 1/4 1 1/2 1 − 1 ...
1 1/2 1 1/4 1 1/2 1 1/8 1 1/2 1 1/4 1 1/2 1 − 1 ...
1 1/2 1 1/4 1 1/2 1 1/8 1 1/2 1 1/4 1 1/2 1 1/16 1 ...

Δηλαδή στο 𝑘 στάδιο θέτω 1/2𝑘 στο πρώτο κενό, αφήνω ένα κενό, θέτω 1/2𝑘

στο επόμενο, κ.ο.κ.
Αν 𝑘 = 1, 2, ... θέτω 𝐴𝑘𝑒𝑛 = 𝑎(𝑛)𝑘𝑒𝑛+1 όπου

𝑎(𝑛)𝑘 = { 𝑎(𝑛) αν 𝑎(𝑛) ≠ 1/2𝑘

0 αν 𝑎(𝑛) = 1/2𝑘.

Παρατήρησε ότι αν ο τελεστής 𝐵 ορίζεται από τη σχέση 𝐵𝑒𝑛 = 𝑏(𝑛)𝑒𝑛+1 τότε
𝐵𝑚+1𝑒𝑛 = 𝑏(𝑛)𝑏(𝑛 + 1) … 𝑏(𝑛 + 𝑚)𝑒𝑛+𝑚+1, επομένως 𝐴2𝑘+1

𝑘 = 0 για κάθε
𝑘 ∈ ℕ. Δηλαδή κάθε 𝐴𝑘 είναι μηδενοδύναμος, αλλά ο δείκτης του μεγαλώνει
πολύ γρήγορα με το 𝑘.
Επίσης είναι φανερό ότι ‖𝐴 − 𝐴𝑘‖ = 1/2𝑘 ⟶ 0.
Μένει να δειχθεί ότι 𝜌(𝐴) ≠ 0. Εχουμε

𝐴𝑚+1𝑒0 = 𝑎(0)𝑎(1) … 𝑎(𝑚)𝑒𝑚+1,
άρα ‖𝐴𝑚+1‖ ≥ 𝑎(0)𝑎(1) … 𝑎(𝑚), οπότε

𝜌(𝐴) ≥ lim inf
𝑚

(𝑎(0)𝑎(1) … 𝑎(𝑚)) 1
𝑚+1 .

Αν όμως 𝑚 = 2𝑝 − 2, τότε

𝑎(0)𝑎(1) … 𝑎(𝑚) = 12𝑝−1 .(1/2)2𝑝−2 .(1/4)2𝑝−3 … (1/2)𝑝−1

άρα

log(𝑎(0)𝑎(1) … 𝑎(𝑚)) =
𝑝−1
∑
𝑛=0

2𝑝−1−𝑛 log(1/2)𝑛

οπότε

log((𝑎(0)𝑎(1) … 𝑎(𝑚)) 1
𝑚+1 ) = 2𝑝−1

2𝑝 − 1 log(1/2)
𝑝−1
∑
𝑛=0

𝑛
2𝑛 .

Επειδή ∑𝑛 𝑛2−𝑛 = 2, έπεται ότι

lim inf((𝑎(0)𝑎(1) … 𝑎(𝑚)) 1
𝑚+1 ) ≥ 1

2. 2
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9.2 Η συνάρτηση 𝑥 ⟶ 𝜎(𝑥)

Θα μελετήσουμε τώρα την συνάρτηση 𝑥 ⟶ 𝜎(𝑥) που παίρνει τιμές στο σύνολο
των συμπαγών μη κενών υποσυνόλων του ℂ.
Το Παράδειγμα Kakutani δείχνει ότι η συνάρτηση αυτή αποκλείεται να είναι
“συνεχής”, γιατί ενώ 𝜎(𝐴𝑛) = {0} για κάθε 𝑛, έχουμε 𝜎(lim𝐴𝑛) ≠ {0}.
Η έννοια της συνέχειας για συναρτήσεις που παίρνουν τιμές στο σύνολο των
συμπαγών μη κενών υποσυνόλων του ℂ μπορεί να εκφρασθεί μέσω των ακό-
λουθων συμβολισμών:
Συμβολισμοί Αν 𝐾 ⊆ ℂ συμπαγές και 𝜀 > 0, γράφουμε

(𝐾)𝜀 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑑(𝑧, 𝐾) < 𝜀}

[𝐾]𝜀 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑑(𝑧, 𝐾) ≤ 𝜀}.
Είναι φανερό ότι το (𝐾)𝜀 είναι ανοικτή περιοχή του 𝐾 και το [𝐾]𝜀 είναι κλει-
στή περιοχή του 𝐾. Επίσης, ένα επιχείρημα συμπάγειας δείχνει ότι για κάθε
ανοικτή περιοχή 𝑈 του 𝐾 υπάρχει 𝜀 > 0 ώστε 𝐾 ⊆ (𝐾)𝜀 ⊆ 𝑈 .
Ας θυμηθούμε ότι μία συνάρτηση 𝜑 ∶ ℝ ⟶ (−1, 1) λέγεται άνω ημισυνεχής
στο 𝑥𝑜 ∈ ℝ αν για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε 𝜑(𝑥) < 𝜑(𝑥𝑜) + 𝜀 όταν
|𝑥 − 𝑥𝑜| < 𝛿. Αντίστοιχα η 𝜑 λέγεται κάτω ημισυνεχής αν 𝜑(𝑥) > 𝜑(𝑥𝑜) − 𝜀,
δηλαδή 𝜑(𝑥𝑜) < 𝜑(𝑥) + 𝜀, όταν |𝑥 − 𝑥𝑜| < 𝛿. Αν θέσουμε Φ(𝑥) ∶= (−1, 𝜑(𝑥)],
τότε είναι φανερό ότι οι δύο προηγούμενες σχέσεις ισοδυναμούν με τις Φ(𝑥) ⊆
(Φ(𝑥𝑜))𝜀 και Φ(𝑥𝑜) ⊆ (Φ(𝑥))𝜀 αντίστοιχα.
Κατ’ αναλογίαν, μία συνάρτηση 𝑥 ⟶ 𝐾(𝑥) ορισμένη σ’έναν μετρικό χώρο
(𝑋, 𝑑) που οι τιμές της είναι μη κενά συμπαγή υποσύνολα τουℂ θα λέγεται άνω
ημισυνεχής στο 𝑥𝑜 αν για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε 𝐾(𝑥) ⊆ (𝐾(𝑥𝑜))𝜀
όταν 𝑑(𝑥, 𝑥𝑜) < 𝛿 και θα λέγεται κάτω ημισυνεχής αν 𝐾(𝑥𝑜) ⊆ (𝐾(𝑥))𝜀 όταν
𝑑(𝑥, 𝑥𝑜) < 𝛿. Η 𝐾 θα λέγεται συνεχής αν είναι άνω και κάτω ημισυνεχής.
Σημείωση. Στο σύνολο των μη κενών συμπαγών υποσυνόλων του ℂ ορίζεται η
λεγόμενη μετρική του Hausdorff Δ από τον τύπο

Δ(𝐾1, 𝐾2) = max{sup{𝑑(𝑧1, 𝐾2) ∶ 𝑧1 ∈ 𝐾1}, sup{𝑑(𝑧2, 𝐾1) ∶ 𝑧2 ∈ 𝐾2}}.

Αποδεικνύεται ότι ηΔ είναι μετρική και ότι το σύνολο των μη κενών συμπαγών
υποσυνόλων τουℂ γίνεται πλήρης μετρικός χώρος ως προς τηνΔ. Είναι εύκολο
να δεί κανείς ότι η συνάρτηση𝐾 είναι συνεχής ως προς τηνΔ αν και μόνον αν
είναι άνω και κάτω ημισυνεχής.

Έχουμε ήδη αποδείξει (πρόταση 7.13) ότι
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Πρόταση 9.1 (άνω ημισυνέχεια του φάσματος) Η συνάρτηση 𝑥 ⟶ 𝜎(𝑥) εί-
ναι άνω ημισυνεχής στην 𝒜.

Παρατήρηση 9.2 Έπεται ότι και η συνάρτηση 𝑥 ⟶ 𝜌(𝑥) είναι άνω ημισυ-
νεχής. Πράγματι, αν 𝜀 > 0, 𝑥 ∈ 𝒜 και επιλέξω 𝛿 > 0 ώστε 𝜎(𝑦) ⊆ (𝜎(𝑥))𝜀
όταν ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝛿, τότε, επειδή 𝜌(𝑦) ∈ 𝜎(𝑦) ⊆ (𝜎(𝑥))𝜀, υπάρχει 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥) ώστε
|𝜌(𝑦) − 𝜆| < 𝜀, οπότε 𝜌(𝑦) < |𝜆| + 𝜀 ≤ 𝜌(𝑥) + 𝜀.

Το παράδειγμα Kakutani δείχνει ότι η 𝜎 δεν είναι κάτω ημισυνεχής εν γένει.
Το επόμενο θεώρημα δείχνει ότι η κάτω ημισυνέχεια εξασφαλίζεται, αν η 𝜎
περιορισθεί σε μεταθετικές υπάλγεβρες της 𝒜.
Θα χρειασθεί μία απλή παρατήρηση.

Λήμμα 9.3 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 με 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎. Τότε
𝜌(𝑎𝑏) ≤ 𝜌(𝑎)𝜌(𝑏).

Απόδειξη Επειδή 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 έχουμε (𝑎𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛𝑏𝑛 άρα ‖(𝑎𝑏)𝑛‖ ≤ ‖𝑎𝑛‖.‖𝑏𝑛‖. Το
συμπέρασμα έπεται από τον τύπο της φασματικής ακτίνας (Θεώρημα 5.3). 2

Πρόταση 9.4 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜 με 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥.
Τότε

𝜎(𝑥) ⊆ [𝜎(𝑦)]𝜌(𝑥−𝑦).
Επομένως

Δ(𝜎(𝑥), 𝜎(𝑦)) ≤ 𝜌(𝑥 − 𝑦) ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖.

Απόδειξη Αν 𝜎(𝑥) ⊈ [𝜎(𝑦)]𝜌(𝑥−𝑦), υπάρχει 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥) ώστε 𝑑(𝜆, 𝜎(𝑦)) > 𝜌(𝑥 −
𝑦). Εχουμε όμως αποδείξει (πόρισμα 7.11) ότι

𝑑(𝜆, 𝜎(𝑦)) = 1
𝜌((𝜆1 − 𝑦)−1)

άρα 𝜌((𝜆1−𝑦)−1)𝜌(𝑥−𝑦) < 1. Επειδή τα στοιχεία 𝑎 = (𝜆1−𝑦)−1 και 𝑏 = 𝑥−𝑦
μετατίθενται, έχουμε 𝜌((𝜆1 − 𝑦)−1(𝑥 − 𝑦)) ≤ 𝜌((𝜆1 − 𝑦)−1)𝜌(𝑥 − 𝑦), άρα
𝜌((𝜆1 − 𝑦)−1)(𝑥 − 𝑦)) < 1. Αυτό όμως σημαίνει ότι 1 − (𝜆1 − 𝑦)−1)(𝑥 − 𝑦) ∈
Inv(𝒜). Τότε όμως

𝜆1 − 𝑥 = (𝜆1 − 𝑦)(1 − (𝜆1 − 𝑦)−1(𝑥 − 𝑦)) ∈ Inv(𝒜)
πράγμα που αντιφάσκει με το γεγονός ότι 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥). 2

Παρατήρηση Η Πρόταση αυτή (καθώς και το Θεώρημα που ακολουθεί) μπο-
ρεί ν’ αποδειχθεί, όπως θα δούμε, και με την βοήθεια της θεωρίας Gelfand για
μεταθετικές άλγεβρες Banach (βλ. 10.12).
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Θεώρημα 9.5 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα. Τότε η συνάρ-
τηση 𝑥 ⟶ 𝜎(𝑥) είναι συνεχής (μάλιστα ομοιόμορφα συνεχής) στην 𝒜, και το
ίδιο ισχύει για την 𝑥 ⟶ 𝜌(𝑥).

Απόδειξη Η ομοιόμορφη συνέχεια της 𝑥 ⟶ 𝜎(𝑥) είναι άμεση από την σχέση

Δ(𝜎(𝑥), 𝜎(𝑦)) ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖.

Γιά την 𝜌, παρατηρήσαμε ήδη στην 9.2 ότι, αν 𝜌(𝑥 − 𝑦) < 𝛿, η σχέση 𝜎(𝑥) ⊆
[𝜎(𝑦)]𝜌(𝑥−𝑦) συνεπάγεται την 𝜌(𝑥) < 𝜌(𝑦) + 𝛿. Επειδή 𝜎(𝑦) ⊆ [𝜎(𝑥)]𝜌(𝑥−𝑦)
έχουμε και 𝜌(𝑦) < 𝜌(𝑥) + 𝛿. Τελικώς λοιπόν 𝜌(𝑥 − 𝑦) < 𝛿 ⇒ |𝜌(𝑥) − 𝜌(𝑦)| < 𝛿,
και συνεπώς

|𝜌(𝑥) − 𝜌(𝑦)| ≤ 𝜌(𝑥 − 𝑦) ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖. 2

Έστω 𝑥 ∈ 𝒜 και έστω ότι 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈 όπου 𝑈 ανοικτό σύνολo. Η Πρόταση 9.1
δείχνει ότι αν 𝑥𝑛 ⟶ 𝑥, τότε 𝜎(𝑥𝑛) ⊆ 𝑈 τελικά. Το επόμενο θεώρημα είναι
μία σημαντική βελτίωση: δείχνει ότι δεν είναι δυνατόν τα σύνολα 𝜎(𝑥𝑛) να
βρίσκονται όλα μέσα σε ένα “κομμάτι” του 𝑈 .

Θεώρημα 9.6 (Newburgh) Έστω 𝑥 ∈ 𝒜 και έστω ότι 𝜎(𝑥) ⊆ 𝑈 ∪ 𝑉 όπου
𝑈, 𝑉 ξένα ανοικτά σύνολα. Αν 𝜎(𝑥) ∩ 𝑈 ≠ ∅, τότε υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε για
κάθε 𝑦 ∈ 𝒜 με ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝛿 να ισχύει 𝜎(𝑦) ∩ 𝑈 ≠ ∅.

Απόδειξη Αν δεν ισχύει το συμπέρασμα, υπάρχει ακολουθία (𝑦𝑛) στην 𝒜 που
συγκλίνει στο 𝑥ώστε 𝜎(𝑦𝑛)∩ 𝑈 = ∅ για κάθε𝑛. Από τηνΠρόταση 9.1 μπορούμε
να υποθέσουμε ότι 𝜎(𝑦𝑛) ⊆ 𝑈 ∪ 𝑉 , άρα 𝜎(𝑦𝑛) ⊆ 𝑉 .
Έστω 𝑓 ∶ 𝑈 ∪ 𝑉 ⟶ ℂ η χαρακτηριστική του 𝑈 . Επειδή τα 𝜎(𝑥) και 𝜎(𝑦𝑛)
περιέχονται στο 𝑈 ∪𝑉 , ορίζονται τα 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦𝑛). Έχουμε αποδείξει (Θεώρημα
7.14) ότι lim𝑛 𝑓(𝑦𝑛) = 𝑓(𝑥). Ομως 𝑓(𝑦𝑛) = 0 αφού η 𝑓 μηδενίζεται στο 𝜎(𝑦𝑛),
ενώ 𝑓(𝑥) ≠ 0 αφού 1 ∈ 𝑓(𝜎(𝑥)).
Η αντίφαση αυτή δείχνει ότι 𝜎(𝑦𝑛) ∩ 𝑈 ≠ ∅ τελικά. 2

Θεώρημα 9.7 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα. Έστω 𝑥𝑜 ∈ 𝒜 με ολικά μη
συνεκτικό φάσμα. Τότε η συνάρτηση 𝑥 ⟶ 𝜎(𝑥) είναι συνεχής στο 𝑥𝑜.

Απόδειξη Θα χρειασθούμε μόνον την ακόλουθη ιδιότητα του 𝜎(𝑥) (βλ. 9.2.1):
Για κάθε 𝜖 > 0 το 𝜎(𝑥) μπορεί να καλυφθεί από πεπερασμένο πλήθος ξένων
ανοικτών συνόλων 𝑉1, … 𝑉𝑛 που το καθένα έχει διάμετρο μικρότερη από 𝜖.
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Από το Θεώρημα Newburgh, επειδή 𝑉𝑖 ∩ 𝜎(𝑥) ≠ ∅ για 𝑖 = 1, … 𝑛, μπορώ να
βρώ 𝛿𝑖 > 0 ώστε αν ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝛿𝑖 να ισχύει 𝑉𝑖 ∩ 𝜎(𝑦) ≠ ∅.
Έστω 𝑦 ∈ 𝒜 με ‖𝑥 − 𝑦‖ < min 𝛿𝑖. Αν 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥), υπάρχει 𝑖 ώστε 𝜆 ∈ 𝑉𝑖, άρα
υπάρχει 𝜇 ∈ 𝜎(𝑦) με |𝜇 − 𝜆| < 𝜖 (αφού diam(𝑉𝑖) < 𝜖), άρα 𝑑(𝜆, 𝜎(𝑦)) < 𝜖.
Δείξαμε λοιπόν ότι 𝜎(𝑥) ⊆ (𝜎(𝑦))𝜖.
Από την άλλη μεριά, λόγω άνω ημισυνέχειας υπάρχει 𝛿𝜊 > 0 ώστε 𝜎(𝑦) ⊆
(𝜎(𝑥))𝜖. Αν λοιπόν ‖𝑥 − 𝑦‖ < min{𝛿𝜊, 𝛿1, … 𝛿𝑛}, τότε Δ(𝜎(𝑥), 𝜎(𝑦)) < 𝜖. 2

Παρατήρηση Το Θεώρημα αυτό εφαρμόζεται ειδικότερα όταν η 𝒜 έχει πεπε-
ρασμένη διάσταση. Κυρίως όμως το Θεώρημα (εφαρμοζόμενο στην περίπτωση
𝒜 = ℬ(𝑋), όπου 𝑋 χώρος Banach) δείχνει ότι κάθε συμπαγής τελεστής είναι
σημείο συνέχειας της απεικόνισης Α ⟶ 𝜎(Α).

9.2.1 Ολικά μη συνεκτικοί μετρικοί χώροι

Ας ονομάσουμε αποσύνδεση σε έναν (Hausdorff) τοπολογικό χώρο (𝑋, 𝜏) ένα
ζεύγος μη κενών ανοικτών συνόλων 𝑈, 𝑉 με 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ και 𝑈 ∪ 𝑉 = 𝑋.
Επομένως ο 𝑋 είναι συνεκτικός αν και μόνον αν δεν δέχεται αποσύνδεση. Ο
χώρος𝑋 λέγεται ολικά μη συνεκτικός αν κάθε ζεύγος σημείων του μπορεί να
διαχωρισθεί με μία αποσύνδεση.
Έτσι, ένας χώρος Hausdorff είναι ολικά μη συνεκτικός αν έχει μία βάση από
ανοικτά και κλειστά σύνολα. Πράγματι, αν 𝐵 είναι μία βάση για την 𝜏 από
ανοικτά και κλειστά σύνολα, τότε για κάθε 𝑥 ≠ 𝑦 στο 𝑋 υπάρχει 𝐵 ∈ 𝐵 με
𝑥 ∈ 𝐵 και 𝑦 ∉ 𝐵, οπότε η αποσύνδεση (𝐵, 𝑋\𝐵) διαχωρίζει τα 𝑥 και 𝑦.
Το αντίστροφο ισχύει όταν ο 𝑋 είναι συμπαγής. Πράγματι: αν ο 𝑋 είναι ολικά
μη συνεκτικός, για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 και για κάθε ανοικτό σύνολο 𝑈 που περιέχει
το 𝑥, θα κατασκευάσω ένα ανοικτό και κλειστό σύνολο 𝑉 ώστε 𝑥 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑈 .
Αν 𝑈 = 𝑋, θέτω 𝑉 = 𝑈 . Αν όχι, το συμπλήρωμα 𝑈𝑐 του 𝑈 είναι συμπαγές.
Για κάθε 𝑦 ∈ 𝑈𝑐, διάλεξε μία αποσύνδεση 𝑉𝑦, 𝑈𝑦 με 𝑥 ∈ 𝑉𝑦, 𝑦 ∈ 𝑈𝑦. Αφού
η οικογένεια {𝑈𝑦 ∶ 𝑦 ∈ 𝑈𝑐} καλύπτει το συμπαγές σύνολο 𝑈𝑐, έχει πεπερα-
σμένο υποκάλυμμα {𝑈𝑖 ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑛}. Το σύνολο 𝑊 = ∪𝑖𝑈𝑖 είναι ανοικτό και
κλειστό, περιέχει το 𝑈𝑐 αλλά όχι το 𝑥, άρα το 𝑉 = 𝑊 𝑐 έχει τις απαιτούμενες
ιδιότητες. ¹²
¹²Έπεται τώρα ότι για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 η συνεκτική συνιστώσα 𝐶(𝑥) του 𝑥 είναι μονοσύνολο: Αν

𝑦 ≠ 𝑥, υπάρχει ανοικτό και κλειστό σύνολο𝑄 ⊆ 𝑋 με𝑥 ∈ 𝑄 και 𝑦 ∉ 𝑄. Αλλά το𝐶(𝑥)∩𝑄 είναι
μη κενό και σχετικά ανοικτό και κλειστό στον τοπολογικό χώρο𝐶(𝑥), ο οποίος είναι συνεκτικός,
οπότε 𝐶(𝑥) ∩ 𝑄 = 𝐶(𝑥), δηλαδή 𝐶(𝑥) ⊆ 𝑄, άρα 𝑦 ∉ 𝐶(𝑥). Δηλαδή, ένας συμπαγής χώρος
Hausdorff είναι ολικά μη συνεκτικός αν και μόνον αν δεν έχει καθόλου συνεκτικά υποσύνολα
(εκτός απ’ τα μονοσύνολα).
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Παρατήρησε ότι το σύνολο όλων των ανοικτών και κλειστών υποσυνόλων του
𝑋 είναι κλειστό και ως προς συμπληρώματα (είναι σύνδεσμος Boole). Επομέ-
νως αν το 𝑋 καλύπτεται από μία πεπερασμένη οικογένεια {𝑈𝑖 ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑛}
από ανοικτά και κλειστά σύνολα, τότε καλύπτεται και από μία πεπερασμένη
οικογένεια {𝑉𝑖 ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑛} από ξένα ανοικτά και κλειστά σύνολα με 𝑉𝑖 ⊆ 𝑈𝑖:
αρκεί να θέσουμε 𝑉𝑖 = 𝑈𝑖\(∪𝑗≤𝑖𝑈𝑗).
Έστω τώρα 𝑋 ολικά μη συνεκτικός συμπαγής μετρικός χώρος. Τότε για κάθε
𝜖 > 0 υπάρχει πεπερασμένη οικογένεια {𝑉1, … , 𝑉𝑛} από ξένα ανοικτά (και
κλειστά) σύνολα με διάμετρο το πολύ 𝜖 που καλύπτει το𝑋. Πράγματι, για κάθε
𝑥 ∈ 𝑋 έστω 𝑊𝑥 ανοικτή περιοχή του 𝑥 με διάμετρο το πολύ 𝜖 (ο χώρος 𝑋
είναι ολικά φραγμένος). Διάλεξε τώρα ένα ανοικτό και κλειστό σύνολο 𝑈𝑥 με
𝑥 ∈ 𝑈𝑥 ⊆ 𝑊𝑥. Η οικογένεια {𝑈𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋} είναι ανοικτό κάλυμμα του 𝑋, άρα
έχει ένα πεπερασμένο υποκάλυμμα {𝑈𝑖 ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑛}. Το ζητούμενο κάλυμμα
προκύπτει όπως στην προηγούμενη παράγραφο.
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10 Μεταθετικές άλγεβρες Banach

10.1 Ιδεώδη και μορφισμοί

Αν𝒜 είναι μία άλγεβρα (μεταθετική ή όχι) και𝒥 ένα (αμφίπλευρο) ιδεώδες της
𝒜, τότε ο χώρος πηλίκο 𝒜/𝒥 γίνεται άλγεβρα αν εφοδιασθεί με τις πράξεις

(𝑥 + 𝒥) + (𝑦 + 𝒥) = (𝑥 + 𝑦) + 𝒥
𝜆(𝑥 + 𝒥) = (𝜆𝑥) + 𝒥

(𝑥 + 𝒥).(𝑦 + 𝒥) = (𝑥.𝑦) + 𝒥

και η κανονική απεικόνιση πηλίκο

𝜋 ∶ 𝒜 → 𝒜/𝒥 ∶ 𝑥 → 𝑥 + 𝒥

είναι μορφισμός με πυρήνα ker𝜋 = 𝒥. Αντίστροφα, αν 𝜑 ∶ 𝒜 → ℬ είναι
μορφισμός αλγεβρών, τότε ο πυρήνας του είναι ιδεώδες της 𝒜. Αν η 𝒜 έχει
μονάδα 1, τότε η 𝒜/𝒥 έχει μονάδα¹³, το 1 + 𝒥.

Παρατηρήσεις (i) Ένα ιδεώδες μιάς άλγεβρας με μονάδα είναι γνήσιο αν και
μόνον αν δεν περιέχει την μονάδα, ισοδύναμα αν δεν περιέχει κανένα αντι-
στρέψιμο στοιχείο.
(ii) Κάθε άλγεβρα Banach 𝒜 με μονάδα, εκτός από το ℂ, έχει γνήσια αριστερά
ιδεώδη και γνήσια δεξιά ιδεώδη. Πράγματι: η 𝒜 περιέχει κάποιο μη αντιστρέ-
ψιμο στοιχείο 𝑥, αλλιώς είναι ισομετρικά ισόμορφη με το ℂ (Θεώρημα 5.2). Αν
το 𝑥 δεν έχει αριστερό αντίστροφο, τότε το 𝒜𝑥 = {𝑎𝑥 ∶ 𝑎 ∈ 𝒜} είναι γνήσιο
αριστερό ιδεώδες. Αν πάλι το 𝑥 έχει αριστερό αντίστροφο 𝑦, τότε το 𝑦 δεν έχει
αριστερό αντίστροφο, γιατί αλλιώς θα ήταν αντιστρέψιμο, οπότε και το 𝑥 θα
ήταν αντιστρέψιμο. Τότε το 𝒜𝑦 είναι γνήσιο αριστερό ιδεώδες.
Συνεπώς κάθε μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα έχει γνήσια αμφίπλευρα
ιδεώδη. Δεν έχουν όμως όλες οι άλγεβρες γνήσια αμφίπλευρα ιδεώδη (παρά-
δειγμα: 𝑀𝑛(ℂ), 𝑛 ≥ 2).

Ένα (αριστερό, δεξί ή αμφίπλευρο) ιδεώδες 𝒥 μιάς άλγεβρας 𝒜 λέγεται μεγι-
στικό αν είναι γνήσιο και δεν περιέχεται γνήσια σε κανένα (ομοειδές) ιδεώδες,
εκτός από την𝒜. Παραδείγματος χάριν, αν 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ είναι μη μηδενικός μορ-
φισμός, τότε ο πυρήνας του είναι μεγιστικό ιδεώδες, γιατί έχει συνδιάσταση 1.
¹³Το αντίστροφο δεν ισχύει κατ’ ανάγκη: αν παραδείγματος χάριν 𝒜 = 𝑐0 και 𝒥 = {𝑎 ∈ 𝑐0 ∶

𝑎𝑒1 = 0}, τότε η 𝒜 δεν έχει μονάδα, αλλά η 𝒜/𝒥 έχει μονάδα το 𝑒1 + 𝒥.
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Στόχος αυτής της παραγράφου είναι να δειχθεί ότι, σε κάθε μεταθετική άλγε-
βρα Banach με μονάδα, κάθε μεγιστικό ιδεώδες είναι αυτής της μορφής.

Θεώρημα 10.1 (Krull) Αν 𝒜 είναι μία άλγεβρα με μονάδα, κάθε (αριστερό,
δεξί ή αμφίπλευρο) γνήσιο ιδεώδες𝒥 της𝒜 περιέχεται σε ένα μεγιστικό (ομοει-
δές) ιδεώδες.

Απόδειξη Υποθέτω ότι το 𝒥 είναι αριστερό ιδεώδες της 𝒜. Οι άλλες περιπτώ-
σεις αποδεικνύονται όμοια.
Ονομάζω 𝑆 την οικογένεια όλων των γνήσιων αριστερών ιδεωδών της 𝒜 που
περιέχουν το 𝒥. Η 𝑆 διατάσσεται μερικά από την σχέση του περιέχεσθαι. Θα
δείξω ότι έχει μεγιστικό στοιχείο.
Αν 𝐶 ⊆ 𝑆 είναι μία ολικά διατεταγμένη οικογένεια, θέτω ℳ𝐶 ∶= ∪𝐶 και
ισχυρίζομαι ότι το ℳ𝐶 είναι άνω φράγμα της 𝐶. Πράγματι: Το ℳ𝐶 περιέχει
κάθε στοιχείο της 𝐶, άρα και το 𝒥. Αν 𝑥, 𝑦 ∈ ℳ𝐶 και 𝑎 ∈ 𝒜, τότε υπάρ-
χουν 𝒥1, 𝒥2 ∈ 𝐶 ώστε 𝑥 ∈ 𝒥1, 𝑦 ∈ 𝒥2 οπότε 𝑎𝑥 ∈ 𝒥1 ⊆ ℳ𝐶 γιατί το 𝒥1
είναι αριστερό ιδεώδες. Επίσης, επειδή η 𝐶 είναι ολικά διατεταγμένη, μπορώ
να υποθέσω ότι 𝒥1 ⊆ 𝒥2, οπότε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒥2, άρα 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝒥2 ⊆ ℳ𝐶 . Άρα το
ℳ𝐶 είναι αριστερό ιδεώδες. Επιπλέον, είναι γνήσιο, γιατί κανένα στοιχείο της
𝐶 δεν περιέχει την μονάδα, άρα ούτε το ℳ𝐶 την περιέχει.
Έπεται από το Λήμμα Zorn ότι η οικογένεια 𝑆 έχει ένα μεγιστικό στοιχείο ℳ.
Αυτό σημαίνει ότι κανένα στοιχείο της 𝑆 δεν περιέχει το ℳ, εκτός απ’ το ίδιο
το ℳ. Ισχυρίζομαι ότι το ℳ είναι μεγιστικό ως προς την ιδιότητα του να είναι
αριστερό ιδεώδες. Πράγματι: Ότι είναι αριστερό ιδεώδες και ότι περιέχει το 𝒥
είναι σαφές, αφού ℳ ∈ 𝑆. Αν τώρα 𝒦 είναι ένα αριστερό γνήσιο ιδεώδες της
𝒜 που περιέχει το ℳ, τότε το 𝒦 ανήκει στην 𝑆, αφου περιέχει το 𝒥. Επομένως
𝒦 = ℳ λόγω μεγιστικότητας του ℳ στην 𝑆. 2

Παρατήρηση Η ύπαρξη μονάδας δεν μπορεί να παραλειφθεί. Παραδείγματος
χάριν, αποδεικνύεται (άσκηση) ότι το σύνολο 𝑐00 ⊆ 𝑐0 των ακολουθιών με πε-
περασμένο φορέα είναι ιδεώδες της 𝑐0 που δεν περιέχεται σε κανένα μεγιστικό
ιδεώδες.

Πρόταση 10.2 Αν 𝒜 είναι μία άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝒥 ένα (αριστερό,
δεξί ή αμφίπλευρο) γνήσιο ιδεώδες της 𝒜, τότε η κλειστή θήκη 𝒥 του 𝒥 είναι
γνήσιο (ομοειδές) ιδεώδες.

Απόδειξη Το γεγονός ότι το 𝒥 είναι ιδεώδες έπεται από την συνέχεια των
αλγεβρικών πράξεων. Πρέπει να αποδειχθεί ότι είναι γνήσιο, δηλαδή ότι 1 ∉
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𝒥. Αυτό πράγματι αληθεύει, γιατί η ανοικτή μπάλα με κέντρο 1 και ακτίνα 1
αποτελείται από αντιστρέψιμα στοιχεία (Λήμμα 4.1), επομένως δεν τέμνει το
𝒥. 2

Παρατήρηση Και στην πρόταση αυτή η ύπαρξη μονάδας δεν μπορεί να πα-
ραλειφθεί. Παραδείγματος χάριν, το ιδεώδες 𝑐00 της 𝑐0 είναι γνήσιο, αλλά η
κλειστή του θήκη δεν είναι.

Πόρισμα 10.3 Κάθε μεγιστικό (αριστερό, δεξί ή αμφίπλευρο) ιδεώδες μίας άλ-
γεβρας Banach με μονάδα είναι κλειστό.

Απόδειξη Η κλειστή του θήκη είναι (ομοειδές) γνήσιο ιδεώδες. 2

Πρόταση 10.4 Αν 𝒜 είναι μία άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝒥 ένα αμφί-
πλευρο κλειστό ιδεώδες της 𝒜, τότε ο χώρος πηλίκο 𝒜/𝒥 εφοδιασμένος με
την νόρμα πηλίκο

‖𝑎 + 𝒥‖𝑞 = inf{‖𝑎 + 𝑥‖ ∶ 𝑥 ∈ 𝒥} = 𝑑(𝑎, 𝒥)
είναι άλγεβρα Banach με μονάδα, και η κανονική απεικόνιση πηλίκο 𝜋 ∶ 𝒜 →
𝒜/𝒥 είναι συνεχής (επι-)μορφισμός.

Απόδειξη Το γεγονός ότι η ‖.‖𝑞 είναι πλήρης νόρμα στον χώρο πηλίκο 𝒜/𝒥
και ότι η απεικόνιση πηλίκο είναι συνεχής αποδεικνύεται στην γενική θεωρία
των χώρων Banach (βλ. π.χ. [1], ΙΙΙ.4). Μένει να αποδειχθεί ότι

‖𝑎𝑏 + 𝒥‖𝑞 ≤ ‖𝑎 + 𝒥‖𝑞.‖𝑏 + 𝒥‖𝑞 .
Πράγματι, αν 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒥 έχουμε

‖(𝑎 + 𝑥)(𝑏 + 𝑦)‖ ≤ ‖𝑎 + 𝑥‖.‖𝑏 + 𝑦‖.
Αλλά (𝑎 + 𝑥)(𝑏 + 𝑦) = 𝑎𝑏 + (𝑎𝑦 + 𝑥𝑏 + 𝑥𝑦) και 𝑎𝑦 + 𝑥𝑏 + 𝑥𝑦 ∈ 𝒥, άρα
‖(𝑎 + 𝑥)(𝑏 + 𝑦)‖ ≥ ‖𝑎𝑏 + 𝒥‖𝑞. Επομένως η προηγούμενη ανισότητα δίνει

‖𝑎𝑏 + 𝒥‖𝑞 ≤ ‖𝑎 + 𝑥‖.‖𝑏 + 𝑦‖
για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒥, και το συμπέρασμα έπεται παίρνοντας infimum ως προς 𝑥
και 𝑦. 2

Θεώρημα 10.5 Έστω 𝒜 μία μεταθετική άλγεβρα με μονάδα και 𝒥 ένα γνήσιο
ιδεώδες της 𝒜. Το 𝒥 είναι μεγιστικό ιδεώδες αν και μόνον αν η άλγεβρα πηλίκο
είναι σώμα.
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Απόδειξη Θέτω ℬ = 𝒜/𝒥. Έστω 𝑥 ∈ 𝒜\𝒥, δηλαδή 𝜋(𝑥) ∈ ℬ\{0}. Θέτω
ℳ = 𝒜𝑥 + 𝒥. Εύκολα βλέπει κανείς ότι το ℳ είναι το μικρότερο ιδεώδες της
𝒜 που περιέχει το 𝒥 και το 𝑥.
Αν το 𝒥 είναι μεγιστικό ιδεώδες της 𝒜, τότε το ℳ δεν είναι γνήσιο, δηλαδή
𝒜 = ℳ, άρα 𝜋(𝒜) = 𝜋(𝒜𝑥 + 𝒥) = 𝜋(𝒜)𝜋(𝑥) δηλαδή ℬ = ℬ𝜋(𝑥) πράγμα
που σημαίνει ότι 𝜋(𝑥) ∈ Inv(ℬ), άρα η ℬ είναι σώμα.
Αντίστροφα αν για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜\𝒥 υπάρχει 𝑎 ∈ 𝒜 ώστε 𝜋(𝑎) = (𝜋(𝑥))−1,
τότε θέτοντας 𝑦 = 1 − 𝑎𝑥 έχουμε 1 = 𝑎𝑥 + 𝑦 όπου 𝑦 ∈ 𝒥 (γιατί 𝜋(𝑦) =
𝜋(1) − 𝜋(𝑎)𝜋(𝑥) = 0, οπότε το ιδεώδες που παράγεται από το 𝒥 και το 𝑥 δεν
είναι γνήσιο, δηλαδή το 𝒥 είναι μεγιστικό. 2

Έστω 𝒜 μία μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα και ℳ ένα μεγιστικό ιδε-
ώδες της 𝒜. Τότε η άλγεβρα πηλίκο 𝒜/ℳ είναι σώμα (Θεώρημα 10.5), αλλά
είναι και άλγεβρα Banach (Πρόταση 10.4), διότι το ℳ είναι κλειστό ιδεώδες.
Συνεπώς από το Θεώρημα Gelfand - Mazur (5.2) υπάρχει ένας (ισομετρικός)
ισομορφισμός 𝜆 ∶ 𝒜/ℳ → ℂ. Αυτό αποδεικνύει το

Πόρισμα 10.6 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝒥 γνήσιο
ιδεώδες της 𝒜. Το 𝒥 είναι μεγιστικό ιδεώδες αν και μόνον αν η 𝒜/𝒥 είναι
ισομετρικά ισόμορφη με το ℂ.

Ορισμός 10.1 Χαρακτήρας ή πολλαπλασιαστική γραμμική μορφή 𝜑 σε μία
άλγεβρα 𝒜 λέγεται ένας μη μηδενικός μορφισμός 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ. Το σύνολο των
χαρακτήρων της 𝒜 συμβολίζουμε ℳ(𝒜).

Παρατήρηση Αν η 𝒜 έχει μονάδα, τότε ένας μορφισμός 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ είναι
χαρακτήρας αν και μόνον αν 𝜑(1) = 1 (γιατί;).
Συνεπώς αν δύο χαρακτήρες 𝜑 και 𝜓 της 𝒜 έχουν τον ίδιο πυρήνα, τότε ταυ-
τίζονται, γιατί για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 ισχύει 𝑥 − 𝜑(𝑥)1 ∈ ker(𝜑) = ker(𝜓), δηλαδή
𝜓(𝑥 − 𝜑(𝑥)1) = 0 άρα 𝜓(𝑥) = 𝜑(𝑥)𝜓(1) = 𝜑(𝑥).

Θεώρημα 10.7 Έστω 𝒜 μία μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα. Η απεικό-
νιση

𝜑 → ker𝜑
είναι αμφιμονοσήμαντη μεταξύ του συνόλου των χαρακτήρων και του συνό-
λου των μεγιστικών ιδεωδών της 𝒜.
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Απόδειξη Όπως παρατηρήσαμε στην αρχή της παραγράφου, κάθε χαρακτή-
ρας 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ της 𝒜 ορίζει ένα μεγιστικό ιδεώδες, τον πυρήνα του, ker𝜑. Η
προηγούμενη παρατήρηση δείχνει ότι η απεικόνιση 𝜑 → ker𝜑 είναι 1-1.
Έστω ℳ μεγιστικό ιδεώδες της 𝒜 και 𝜆 ∶ 𝒜/ℳ → ℂ ο μοναδικός (γιατί;)
ισομετρικός ισομορφισμός που εξασφαλίζει το Θεώρημα Gelfand - Mazur. Αν
ονομάσουμε 𝜑 την σύνθεση του 𝜆 με την κανονική απεικόνιση πηλίκο 𝜋,

𝜑 ∶ 𝒜 𝜋→ 𝒜/ℳ 𝜆→ ℂ

τότε έχουμε έναν μορφισμό 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ με 𝜑(1) = 1 και ker𝜑 = ker𝜋 = ℳ
(αφού ο 𝜆 είναι 1-1). Επομένως η απεικόνιση 𝜑 → ker𝜑 είναι επί. 2

Πόρισμα 10.8 Το σύνολοℳ(𝒜) των χαρακτήρων κάθε μεταθετικής άλγεβρας
Banach 𝒜 με μονάδα δεν είναι κενό.

Απόδειξη Αν η 𝒜 έχει μη μηδενικά μεγιστικά ιδεώδη, τότε από το προηγού-
μενο θεώρημα έχει χαρακτήρες. Αν δεν έχει μεγιστικά ιδεώδη, τότε κάθε μη
μηδενικό στοιχείο της είναι αντιστρέψιμο, οπότε ο ισομορφισμός της 𝒜 με το ℂ
που εξασφαλίζει το Θεώρημα Gelfand - Mazur είναι (ο μοναδικός) χαρακτήρας
της 𝒜 (και ο πυρήνας του, δηλ. το {0}, είναι μεγιστικό ιδεώδες). 2

Παρατήρηση Η μεταθετικότητα της 𝒜 στο προηγούμενο πόρισμα δεν μπορεί
εν γένει να παραλειφθεί. Παραδείγματος χάριν, η άλγεβρα 𝑀𝑛(ℂ) των 𝑛 × 𝑛
πινάκων δεν έχει (αμφίπλευρα) ιδεώδη (είναι απλή) επομένως δεν έχει χαρα-
κτήρες.
Από την άλλη μεριά όμως, η υπάλγεβρά της 𝑇𝑛(ℂ) που αποτελείται από τους
άνω τριγωνικούς πίνακες έχει ακριβώς 𝑛 χαρακτήρες (άσκηση), παρόλο που
δεν είναι μεταθετική.

Παρατήρηση Εφόσον τα μεγιστικά ιδεώδη μίας μεταθετικής άλγεβρας Banach
με μονάδα είναι κλειστά, έπεται ότι οι χαρακτήρες της είναι συνεχείς. Αυτό
όμως ισχύει γενικότερα:

Πρόταση 10.9 Κάθε χαρακτήρας μιας άλγεβρας Banach (μεταθετικής ή όχι)
είναι συνεχής, με νόρμα το πολύ 1. Αν μάλιστα η άλγεβρα έχει μονάδα, τότε
κάθε χαρακτήρας έχει νόρμα ακριβώς 1.

Απόδειξη Έστω 𝜑 ∈ ℳ(𝒜). Θα δείξω ότι |𝜑(𝑥)| ≤ 1 για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 με
‖𝑥‖ ≤ 1. Έστω ότι υπάρχει 𝑥𝑜 ∈ 𝒜 με ‖𝑥𝑜‖ ≤ 1 και 𝜑(𝑥𝑜) = 𝜆 όπου |𝜆| > 1.
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Θέτω 𝑥 = 𝑥𝑜/𝜆. Επειδή ‖𝑥‖ < 1, η σειρά

𝑦 =
∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛

συγκλίνει. Αλλά 𝑦 = 𝑥𝑦 + 𝑥 άρα 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) + 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦) + 1, άτοπο.
Επομένως

‖𝜑‖ = sup{|𝜑(𝑥)| ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1} ≤ 1.
Αν η 𝒜 έχει μονάδα, τότε ‖𝜑‖ = 1 επειδή 𝜑(1) = 1. 2

Η επόμενη Πρόταση χαρακτηρίζει τα αντιστρέψιμα στοιχεία μιάς μεταθετικής
άλγεβρας Banach με μονάδα, καθώς και το φάσμα κάθε στοιχείου της, μέσω
των χαρακτήρων της:

Πρόταση 10.10 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜.

(α) To 𝑥 είναι αντιστρέψιμο στην 𝒜 αν και μόνον αν 𝜙(𝑥) ≠ 0 για κάθε 𝜙 ∈
ℳ(𝒜), ισοδύναμα αν το 𝑥 δεν περιέχεται σε κανένα (μεγιστικό) ιδεώδες της
𝒜.

(β) 𝜎(𝑥) = {𝜙(𝑥) ∶ 𝜙 ∈ ℳ(𝒜)}.

Απόδειξη (α) Το σύνολο𝒥 = 𝒜𝑥 είναι ιδεώδες της𝒜. Αν 𝑥 ∉ Inv(𝒜), τότε το𝒥
είναι γνήσιο ιδεώδες, άρα περιέχεται σε κάποιο μεγιστικό ιδεώδες, άρα (από το
Θεώρημα 10.7) το 𝑥 μηδενίζεται από κάποιον χαρακτήρα της 𝒜. Αντίστροφα
αν το 𝑥 μηδενίζεται από κάποιον χαρακτήρα 𝜑, τότε περιέχεται στο μεγιστικό
ιδεώδες ker𝜑.
(β) Έστω 𝜆 ∈ ℂ. Εξ ορισμού 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥) αν και μόνον αν 𝜆1 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜). Από
το (i) αυτό συμβαίνει αν και μόνον αν υπάρχει 𝜑 ∈ ℳ(𝒜) ώστε 𝜑(𝜆1 − 𝑥) = 0,
δηλαδή 𝜑(𝑥) = 𝜆. 2

Σε μία μη μεταθετική άλγεβρα 𝒜, η φασματική ακτίνα 𝜌 ∶ 𝒜 → ℝ+ δεν είναι
εν γένει υποπροσθετική: Παραδείγματος χάριν αν 𝒜 = 𝑀2(ℂ) και

𝑎 = ( 0 1
0 0 ) , 𝑏 = ( 0 0

1 0 )

τότε 𝜌(𝑎) = 𝜌(𝑏) = 0 ενώ 𝜌(𝑎 + 𝑏) = 1.
Η Πρόταση 10.10 επιτρέπει να δείξουμε ότι σε μεταθετικές άλγεβρες Banach όχι
μόνον η φασματική ακτίνα, αλλά και το ίδιο το φάσμα είναι “υποπροσθετικό”
και “υποπολλαπλασιαστικό”.
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Λήμμα 10.11 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜. Τότε

𝜎(𝑎 + 𝑏) ⊆ 𝜎(𝑎) + 𝜎(𝑏) και 𝜎(𝑎𝑏) ⊆ 𝜎(𝑎).𝜎(𝑏)

(όπου αν 𝐴, 𝐵 ⊆ ℂ γράφουμε 𝐴 + 𝐵 = {𝑧 + 𝑤 ∶ 𝑧 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵} και 𝐴.𝐵 =
{𝑧𝑤 ∶ 𝑧 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵}).
Επομένως 𝜌(𝑎 + 𝑏) ≤ 𝜌(𝑎) + 𝜌(𝑏) και 𝜌(𝑎𝑏) ≤ 𝜌(𝑎).𝜌(𝑏).

Απόδειξη Από την Πρόταση 10.10 έπεται ότι

𝜎(𝑎 + 𝑏) = {𝜑(𝑎 + 𝑏) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)}.

Aλλά 𝜑(𝑎 + 𝑏) = 𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏) για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), άρα

𝜎(𝑎 + 𝑏) = {𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)}
⊆ {𝜑(𝑎) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)} + {𝜓(𝑏) ∶ 𝜓 ∈ ℳ(𝒜)}
= 𝜎(𝑎) + 𝜎(𝑏).

Ομοίως, επειδή 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎).𝜑(𝑏) για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), αποδεικνύεται η δεύ-
τερη σχέση.
Κάθε 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎+𝑏) είναι της μορφής 𝑧+𝑤 όπου 𝑧 ∈ 𝜎(𝑎) και𝑤 ∈ 𝜎(𝑏), άρα |𝜆| ≤
|𝑧| + |𝑤| ≤ |𝑧| + 𝜌(𝑏) ≤ 𝜌(𝑎) + 𝜌(𝑏), επομένως 𝜌(𝑎 + 𝑏) ≤ 𝜌(𝑎) + 𝜌(𝑏). Ομοίως,
επειδή κάθε 𝜇 ∈ 𝜎(𝑎𝑏) είναι της μορφής 𝑧𝑤 όπου 𝑧 ∈ 𝜎(𝑎) και 𝑤 ∈ 𝜎(𝑏),
έχουμε |𝜇| = |𝑧|.|𝑤| ≤ |𝑧|.𝜌(𝑏) ≤ 𝜌(𝑎).𝜌(𝑏), επομένως 𝜌(𝑎𝑏) ≤ 𝜌(𝑎).𝜌(𝑏). 2

Πρόταση 10.12 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 με 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎.
Τότε

𝜎(𝑎 + 𝑏) ⊆ 𝜎(𝑎) + 𝜎(𝑏) και 𝜎(𝑎𝑏) ⊆ 𝜎(𝑎).𝜎(𝑏).
Επομένως 𝜌(𝑎 + 𝑏) ≤ 𝜌(𝑎) + 𝜌(𝑏) και 𝜌(𝑎𝑏) ≤ 𝜌(𝑎).𝜌(𝑏).

Απόδειξη Αρκεί να εφαρμόσουμε το προηγούμενο λήμμα σε μία μεταθετική
Banach υπάλγεβραℬ της𝒜 που να περιέχει τα 𝑎, 𝑏 και επί πλέον να ικανοποιεί
𝜎ℬ(𝑥) = 𝜎𝒜(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ ℬ. Παρατήρησε ότι, επειδή τα 𝑎, 𝑏 μετατίθενται,
υπάρχει μία μεταθετική Banach υπάλγεβρα της 𝒜 που τα περιέχει: παραδείγ-
ματος χάριν η κλειστή γραμμική θήκη 𝒟 του συνόλου {𝑎𝑛𝑏𝑚 ∶ 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ}.
Ομως η 𝒟 δεν έχει εν γένει την ιδιότητα 𝜎𝒟(𝑥) = 𝜎𝒜(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒟
(παράδειγμα;).
Ονομάζω λοιπόν ℬ τον δεύτερο μεταθέτη {𝑎, 𝑏}′′ των 𝑎 και 𝑏, δηλαδή

ℬ = {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ 𝑥𝑠 = 𝑠𝑥 για κάθε 𝑠 ∈ 𝒜 ώστε 𝑎𝑠 = 𝑠𝑎 και 𝑏𝑠 = 𝑠𝑏}.
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Έχουμε ήδη παρατηρήσει (δες την Παράγραφο 7.2) ότι η ℬ είναι μεταθετική
άλγεβρα Banach με μονάδα, και είναι εύκολο να ελέγξεις ότι αν 𝑦 ∈ ℬ και
𝑦 ∈ Inv(𝒜) τότε 𝑦−1 ∈ ℬ. Επομένως η ℬ ικανοποιεί τις επιθυμητές ιδιότητες.
2

Μπορούμε τώρα να δώσουμε μία δεύτερη απόδειξη της Πρότασης 9.4 χωρίς
χρήση του συναρτησιακού λογισμού:

Πόρισμα 10.13 (βλ. 9.4) Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 με
𝑎𝑏 = 𝑏𝑎. Τότε

Δ(𝜎(𝑎), 𝜎(𝑏)) ≤ 𝜌(𝑎 − 𝑏).
Ειδικότερα, η φασματική ακτίνα είναι ομοιόμορφα συνεχής σε μεταθετικές υπάλ-
γεβρες της 𝒜.

Απόδειξη Από τη σχέση 𝜎(𝑎) ⊆ 𝜎(𝑏) + 𝜎(𝑎 − 𝑏) έπεται ότι κάθε 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎)
είναι της μορφής 𝑧 + 𝑤 όπου 𝑧 ∈ 𝜎(𝑏) και 𝑤 ∈ 𝜎(𝑎 − 𝑏), άρα |𝜆 − 𝑧| = |𝑤| ≤
𝜌(𝑎 − 𝑏), επομένως 𝑑(𝜆, 𝜎(𝑏)) ≤ 𝜌(𝑎 − 𝑏). Δηλαδή (με τους συμβολισμούς της
παραγράφου 9.2)

𝜎(𝑎) ⊆ [𝜎(𝑏)]𝜌(𝑎−𝑏).
Επειδή 𝜌(𝑎 − 𝑏) = 𝜌(𝑏 − 𝑎), έχουμε επίσης

𝜎(𝑏) ⊆ [𝜎(𝑎)]𝜌(𝑎−𝑏)

πράγμα που αποδεικνύει το ζητούμενο. 2
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10.2 Ο μετασχηματισμός Gelfand

Αν 𝒜 είναι μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα, θα δείξουμε ότι υπάρχει
ένας συμπαγής Hausdorff χώρος 𝐾 και ένας συνεχής μορφισμός αλγεβρών
𝒢 ∶ 𝒜 → 𝐶(𝐾) ο οποίος μάλιστα, σε πολλές περιπτώσεις, είναι 1-1. Τότε η 𝒜
είναι ισόμορφη, ως άλγεβρα, με μία άλγεβρα συνεχών συναρτήσεων στον 𝐾.
Όπως θα δούμε, ο χώρος 𝐾 είναι το σύνολο των χαρακτήρων της 𝒜, εφοδια-
σμένο με την ασθενέστερη τοπολογία που καθιστά τα στοιχεία της 𝒜 συνεχείς
συναρτήσεις.

Ορισμός 10.2 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα. Η ασθενής-*
τοπολογία (𝑤∗) στο σύνολο ℳ(𝒜) των χαρακτήρων της 𝒜 είναι η τοπολογία
της σύγκλισης στα σημεία της 𝒜:
Αν (𝜑𝑖) είναι δίκτυο στο ℳ(𝒜) και 𝜙 ∈ ℳ(𝒜),

𝜑𝑖
𝑤∗
→ 𝜑 ⟺ 𝜑𝑖(𝑎) → 𝜑(𝑎) ∀𝑎 ∈ 𝒜 .

Η 𝑤∗ είναι δηλαδή ο περιορισμός της τοπολογίας γινόμενο του ℂ𝒜 στο ℳ(𝒜).

Συζήτηση Γενικότερα, αν 𝑋 χώρος Banach. Η ασθενής-* τοπολογία (𝑤∗) του το-
πολογικού δυικού 𝑋∗ είναι εξ ορισμού η τοπολογία της σύγκλισης στα σημεία του 𝑋.
Η 𝑤∗ είναι δηλαδή ο περιορισμός της τοπολογίας γινόμενο του ℂ𝑋 στον 𝑋∗.
Αν ένα οποιοδήποτε υποσύνολο 𝐾 της μοναδιαίας μπάλας του 𝑋∗ εφοδιασθεί με την
(σχετική) ασθενή-* τοπολογία, τότε κάθε 𝑥 ∈ Χ ορίζει μία συνεχή συνάρτηση ̂𝑥 ∶ 𝐾 →
ℂ ∶ 𝜙 → 𝜙(𝑥), η οποία μάλιστα είναι και φραγμένη:

‖ ̂𝑥‖𝐾 ∶= sup{| ̂𝑥(𝜙)| ∶ 𝜙 ∈ 𝐾} ≤ ‖𝑥‖

(διότι | ̂𝑥(𝜙)| = |𝜙(𝑥)| ≤ ‖𝑥‖ για κάθε 𝜙 ∈ 𝐾).
Αν το 𝐾 είναι 𝑤∗-συμπαγές (οπότε ο χώρος 𝐶(𝐾) είναι χώρος Banach ως προς την
νόρμα supremum), ορίζεται έτσι μία απεικόνιση 𝑋 → 𝐶(𝐾) ∶ 𝑥 → ̂𝑥 η οποία είναι
γραμμική ¹⁴ και, λόγω της προηγούμενης ανισότητας, συνεχής. Το ζήτημα είναι να
επιλέξει κανείς τον χώρο 𝐾 κατάλληλα, ώστε η απεικόνιση αυτή να έχει επιθυμητές
ιδιότητες.
Παραδείγματος χάριν, αν επιλέξει κανείς ολόκληρη την μοναδιαία μπάλα του δυικού
(που είναι𝑤∗-συμπαγής από τοΘεώρημαΑλάογλου - βλ. [9] 17.1) η απεικόνιση γίνεται
ισομετρία. Δεν είναι όμως ποτέ επί (γιατί;).

¹⁴ ̂(𝑥 + 𝜆𝑦)(𝜙) = 𝜙(𝑥 + 𝜆𝑦) = 𝜙(𝑥) + 𝜆𝜙(𝜆𝑦) = �̂�(𝜙) + 𝜆 ̂𝑦(𝜙) γιατί τα στοιχεία 𝜙 του 𝐾
είναι γραμμικές μορφές
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Όταν ο 𝑋 είναι μεταθετική άλγεβρα Banach, το κατάλληλο “δυικό αντικείμενο” είναι
το σύνολο των χαρακτήρων, γιατί αυτοί σέβονται και την πολλαπλασιαστική δομή της
άλγεβρας.

Έχουμε δείξει (Πρόταση 10.9) ότι κάθε χαρακτήρας μιάς άλγεβρας Banach 𝒜
είναι συνεχής, και μάλιστα έχει νόρμα το πολύ 1. Δηλαδή το σύνολο ℳ(𝒜)
περιέχεται στην μοναδιαία μπάλα (𝒜∗)1 του δυικού 𝒜∗ της 𝒜.

Πρόταση 10.14 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα. Το σύνολο ℳ(𝒜) γίνε-
ται συμπαγής χώρος Hausdorff αν εφοδιασθεί με την ασθενή-* τοπολογία.

Απόδειξη Για κάθε 𝑎 ∈ 𝒜 θέτω

𝐷𝑎 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| ≤ ‖𝑎‖} και 𝐷 ∶= ∏
𝑎∈𝒜

𝐷𝑎.

Δηλαδή το 𝐷 είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων 𝜃 ∶ 𝒜 → ℂ που ικανο-
ποιούν |𝜃(𝑎)| ≤ ‖𝑎‖ για κάθε 𝑎 ∈ 𝒜. Κάθε𝐷𝑎 είναι συμπαγές υποσύνολο του ℂ
επομένως, από τοΘεώρημα Tychonoff ([9] 16.1), το𝐷 είναι συμπαγής χώρος ως
προς την τοπολογία γινόμενο. Αν 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), τότε 𝜑(𝑎) ∈ 𝐷𝑎 για κάθε 𝑎 ∈ 𝒜
(αφού ‖𝜑‖ ≤ 1), άρα 𝜑 ∈ 𝐷. Δηλαδή το ℳ(𝒜) είναι υποσύνολο του 𝐷, και η
σχετική τοπολογία είναι, όπως παρατηρήσαμε, η ασθενής-*. Αρκεί λοιπόν να
δειχθεί ότι το ℳ(𝒜) είναι κλειστό υποσύνολο του 𝐷.
Έστω 𝜑𝑖 ∈ ℳ(𝒜) και 𝜃 ∈ 𝐷 ώστε 𝜑𝑖(𝑥) → 𝜃(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜. Θα δείξω
ότι 𝜃 ∈ ℳ(𝒜). Πράγματι, για κάθε 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 έχουμε
(α) 𝜃(1) = lim𝜑𝑖(1) = 1, αφού 𝜑𝑖(1) = 1 για κάθε 𝑖.
(β) 𝜃(𝑎𝑏) = lim𝜑𝑖(𝑎𝑏) = lim(𝜑𝑖(𝑎) ⋅ 𝜑𝑖(𝑏)) = lim𝜑𝑖(𝑎) ⋅ lim𝜑𝑖(𝑏) = 𝜃(𝑎) ⋅ 𝜃(𝑏)
αφού 𝜑𝑖(𝑎𝑏) = 𝜑𝑖(𝑎) ⋅ 𝜑𝑖(𝑏) για κάθε 𝑖.
(γ) 𝜃(𝑎 + 𝑏) = 𝜃(𝑎) + 𝜃(𝑏) αφού 𝜑𝑖(𝑎 + 𝑏) = 𝜑𝑖(𝑎) + 𝜑𝑖(𝑏) για κάθε 𝑖. 2

Παρατήρηση Η ύπαρξη μονάδας στην 𝒜 δεν μπορεί να παραλειφθεί. Πα-
ραδείγματος χάριν, ο χώρος των χαρακτήρων της 𝑐𝑜(ℕ) δεν είναι συμπαγής
(άσκηση). Από την άλλη μεριά, το σύνολο των χαρακτήρων μίας άλγεβρας πε-
περασμένης διάστασης είναι πεπερασμένο (γιατί;) και συνεπώς συμπαγές, είτε
η άλγεβρα έχει μονάδα είτε όχι. Παράδειγμα τέτοιας άλγεβρας είναι το επό-
μενο.

Παράδειγμα Στον γραμμικό χώρο 𝒜 = ℂ𝑛+1 με βάση 𝑒0, 𝑒1, … , 𝑒𝑛 ορίζουμε
πολλαπλασιασμό από τον κανόνα 𝑒0𝑒𝑘 = 0 = 𝑒𝑘𝑒0 για κάθε 𝑘 = 0, … , 𝑛 και
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𝑒𝑖.𝑒𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑒𝑖 για 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛. Εύκολα ελέγχεται ότι η 𝒜 γίνεται μεταθετική
άλγεβρα χωρίς μονάδα.
Σημείωσε ότι η άλγεβρα αυτή είναι ισόμορφη με την άλγεβρα των (𝑛 + 2) ×
(𝑛 + 2) πινάκων της μορφής

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 𝑎0 0 0 … 0
0 0 0 0 … 0
0 0 𝑎1 0 … 0
0 0 0 𝑎2 … 0
… … … … … …
0 0 0 0 … 𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Εύκολα ελέγχεται ότι ℳ(𝒜) = {𝜑𝑖 ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑛}, όπου 𝜑𝑖(𝑒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗,
𝑗 = 0, … , 𝑛.

Ορισμός 10.3 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜. Ορί-
ζουμε

̂𝑥 ∶ ℳ(𝒜) → ℂ ∶ 𝜙 → 𝜙(𝑥).
Η απεικόνιση 𝒢 ∶ 𝑥 → ̂𝑥 λέγεται μετασχηματισμός Gelfand.

Υπενθυμίζουμε ότι, από τον ορισμό της ασθενούς-* τοπολογίας, για κάθε𝑥 ∈ 𝒜
η συνάρτηση ̂𝑥 ∶ (ℳ(𝒜), 𝑤∗) → ℂ είναι συνεχής, δηλαδή ̂𝑥 ∈ 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗).

Θεώρημα 10.15 (Gelfand) O μετασχηματισμός Gelfand

𝒢 ∶ 𝑥 → ̂𝑥 ∶ 𝒜 → 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗)

(i) Είναι μορφισμός αλγεβρών με την ιδιότητα 𝒢(𝟏) = 1.
(ii) Ικανοποιεί ̂𝑥(ℳ(𝒜)) = 𝜎(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜.

(iii) Είναι συνεχής, μάλιστα

‖ ̂𝑥‖∞ = 𝜌(𝑥) ≤ ‖𝑥‖.

για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜.

(iv) ker(𝒢) = {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ 𝜌(𝑥) = 0}.

Απόδειξη (i) Για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜) έχουμε

( ̂𝑥 + ̂𝑦)(𝜑) = ̂𝑥(𝜑) + ̂𝑦(𝜑) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥 + 𝑦) = ̂(𝑥 + 𝑦)(𝜑)
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επειδή η 𝜑 είναι γραμμική, δηλαδή

𝒢(𝑥) + 𝒢(𝑦) = 𝒢(𝑥 + 𝑦).
Επίσης

( ̂𝑥 ⋅ ̂𝑦)(𝜑) = ̂𝑥(𝜑) ⋅ ̂𝑦(𝜑) = 𝜑(𝑥) ⋅ 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥𝑦) = 𝑥𝑦(𝜑)
επειδή η 𝜑 είναι πολλαπλασιαστική, δηλαδή

𝒢(𝑥) ⋅ 𝒢(𝑦) = 𝒢(𝑥𝑦).
Άρα η 𝒢 είναι μορφισμός αλγεβρών, και

𝒢(𝟏)(𝜑) = 𝜑(1) = 1
για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), δηλαδή 𝒢(𝟏) = 1.

(ii) Για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε από την Πρόταση 10.10

𝜎(𝑥) = {𝜑(𝑥) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)} = { ̂𝑥(𝜑) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)} = ̂𝑥(ℳ(𝒜)).
(iii) Από το (ii) έχουμε, χρησιμοποιώντας την (2),

‖ ̂𝑥‖∞ = sup{| ̂𝑥(𝜑)| ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)} = sup{|𝜆| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥)} = 𝜌(𝑥) ≤ ‖𝑥‖ .
(iv) Από το (iii) προκύπτει ότι ̂𝑥 = 0 αν και μόνον αν ‖ ̂𝑥‖∞ = 0 δηλαδή 𝜌(𝑥) =
0. 2

Ορισμός 10.4 Έστω 𝒜 άλγεβρα με μονάδα. Το ριζικό (Radical) του Jacobson
Rad(𝒜) της 𝒜 είναι η τομή όλων των αριστερών μεγιστικών ιδεωδών της. Αν
Rad(𝒜) = {0}, η 𝒜 λέγεται ημιαπλή.

Αν η 𝒜 είναι μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα, τότε

Rad(𝒜) = ⋂{ℳ ⊆ 𝒜 ∶ ℳ μεγιστικό ιδεώδες}
= {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ 𝜙(𝑥) = 0 ∀𝜙 ∈ ℳ(𝒜)}
= {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ 𝜌(𝑥) = 0}

δηλαδή το ριζικό ταυτίζεται με το σύνολο των ψευδομηδενοδύναμων στοιχείων
(αυτό δεν αληθεύει εν γένει σε μη μεταθετικές άλγεβρες).
Από το (iv) του Θεωρήματος Gelfand έπεται ότι

ker(𝒢) = Rad(𝒜),
επομένως η 𝒜 είναι ημιαπλή αν και μόνον αν ο μετασχηματισμός Gelfand είναι
1-1.
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10.3 Παραδείγματα

10.3.1 Η άλγεβρα 𝐶(𝐾)

Αν 𝐾 είναι χώρος συμπαγής και Hausdorff και 𝑡 ∈ 𝐾, το σύνολο ℳ𝑡 = {𝑓 ∈
𝐶(𝐾) ∶ 𝑓(𝑡) = 0} είναι μεγιστικό ιδεώδες της 𝐶(𝐾). Κάθε μεγιστικό ιδεώδες
της 𝐶(𝐾) είναι αυτής της μορφής. Ο χώρος των χαρακτήρων της 𝐶(𝐾) είναι
ομοιομορφικός με το 𝐾.

Η απεικόνιση Gelfand “είναι” η ταυτοτική απεικόνιση. Είναι ισομετρία και επί.

Απόδειξη (i) Αν 𝑡 ∈ 𝐾 θέτω 𝛿𝑡(𝑓) = 𝑓(𝑡) για 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾). Είναι σαφές ότι η
“εκτίμηση” 𝛿𝑡 ∶ 𝐶(𝐾) → ℂ είναι χαρακτήρας της 𝐶(𝐾). Επομένως ο πυρήνας
της, ℳ𝑡, είναι μεγιστικό ιδεώδες της 𝐶(𝐾). Το ζήτημα είναι να δείξει κανείς
το αντίστροφο.
Έστω λοιπόν ℳ ένα μεγιστικό ιδεώδες της 𝐶(𝐾). Αρκεί να δείξω ότι υπάρχει
𝑡 ∈ 𝐾 ώστε 𝑓(𝑡) = 0 για κάθε 𝑓 ∈ ℳ. Γιατί τότε θα έχουμε ℳ ⊆ ℳ𝑡, άρα,
αφού το ℳ είναι μεγιστικό ιδεώδες, ℳ = ℳ𝑡.
Έστω ότι ο ισχυρισμός δεν αληθεύει, δηλαδή ότι για κάθε 𝑠 ∈ 𝐾 υπάρχει
𝑓𝑠 ∈ ℳ ώστε 𝑓𝑠(𝑠) ≠ 0. Υπάρχει τότε μία ανοικτή περιοχή 𝑈𝑠 του 𝑠 ώστε
η 𝑓𝑠 να μην μηδενίζεται πουθενά στην 𝑈𝑠. Το σύνολο {𝑈𝑠 ∶ 𝑠 ∈ 𝐾} αποτελεί
ανοικτό κάλυμμα του συμπαγούς χώρου 𝐾, επομένως έχει ένα πεπερασμένο
υποκάλυμμα {𝑈1, … , 𝑈𝑛}. Ονομάζω 𝑓1, … , 𝑓𝑛 τις αντίστοιχες συναρτήσεις και
θέτω

𝑔 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑓𝑖𝑓𝑖 =
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑓𝑖|2.

Ισχυρίζομαι ότι η 𝑔 δεν μηδενίζεται πουθενά. Πράγματι κάθε 𝑡 ∈ 𝐾 ανήκει σε
κάποιο𝑈𝑗, στο οποίο η αντίστοιχη 𝑓𝑗 δεν μηδενίζεται. Από την δεύτερη ισότητα
έχουμε 𝑔(𝑡) ≥ |𝑓𝑗(𝑡)|2 > 0. Επομένως η συνάρτηση 1/𝑔 ορίζεται και ανήκει
στην 𝐶(𝐾). Ομως, αφού 𝑓𝑖 ∈ ℳ, η πρώτη ισότητα δείχνει ότι 𝑔 ∈ ℳ, άρα
1 = (1/𝑔).𝑔 ∈ ℳ, αντίφαση.
Έτσι ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.
(ii) Δείξαμε λοιπόν ότι η απεικόνιση 𝑡 → 𝛿𝑡 απεικονίζει το 𝐾 επί του συνόλου
των χαρακτήρων της 𝐶(𝐾). Μάλιστα η απεικόνιση αυτή είναι και 1-1, γιατί
αν 𝑡 ≠ 𝑠 (𝑡, 𝑠 ∈ 𝐾) υπάρχει 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾) ώστε 𝑓(𝑡) = 0 και 𝑓(𝑠) ≠ 0 (Λήμμα
Urysohn), δηλαδή 𝛿𝑡(𝑓) = 0 και 𝛿𝑠(𝑓) ≠ 0. Επομένως η απεικόνιση

Φ ∶ 𝑡 → 𝛿𝑡 ∶ 𝐾 → ℳ(𝐶(𝐾))

78



είναι αμφιμονοσήμαντη. Για να δείξουμε ότι είναι ομοιομορφισμός αρκεί, αφού
ο 𝐾 είναι συμπαγής, να δείξουμε ότι είναι συνεχής.
Έστω λοιπόν (𝑡𝑖) δίκτυο στον 𝐾 ώστε 𝑡𝑖 → 𝑡 ∈ 𝐾. Τότε για κάθε συνεχή
συνάρτηση 𝑓 ισχύει 𝑓(𝑡𝑖) → 𝑓(𝑡), δηλαδή 𝛿𝑡𝑖

(𝑓) → 𝛿𝑡(𝑓) για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾).
Από τον ορισμό της ασθενούς-* τοπολογίας, αυτό σημαίνει ακριβώς ότι
𝛿𝑡𝑖

𝑤∗
→ 𝛿𝑡.

(iii) Αν 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾), για κάθε 𝑡 ∈ 𝐾 έχουμε

̂𝑓(𝛿𝑡) = 𝛿𝑡(𝑓) = 𝑓(𝑡)

δηλαδή ( ̂𝑓 ∘ Φ)(𝑡) = 𝑓(𝑡) αφού 𝛿𝑡 = Φ(𝑡). Επομένως

(𝒢(𝑓)) ∘ Φ = 𝑓

οπότε, αν “ταυτίσουμε” τους συμπαγείς χώρους𝐾 καιℳ(𝐶(𝐾)) μέσω τηςΦ, ο
μετασχηματισμός Gelfand “ταυτίζεται” με την ταυτοτική απεικόνιση:𝒢(𝑓) = 𝑓 .

10.3.2 Η άλγεβρα του δίσκου 𝐴(𝔻)

Ας θυμηθούμε (παράγραφος 2.5) ότι η𝐴(𝔻) είναι το σύνολο των 𝑓 ∈ 𝐶(𝕋) που
είναι περιορισμοί στο 𝕋 συναρτήσεων που ανήκουν στην άλγεβρα

̃𝐴 = {𝑔 ∈ 𝐶(𝔻) ∶ 𝑔|𝕋 ολόμορφη }.

Για κάθε 𝑧 ∈ 𝔻, η απεικόνιση 𝜑𝑧 ∶ 𝐴(𝔻) → ℂ όπου 𝜑𝑧(𝑓) = ̃𝑓(𝑧) είναι χαρα-
κτήρας της 𝐴(𝔻), και κάθε χαρακτήρας της είναι αυτής της μορφής. Η απεικό-
νιση 𝑧 → 𝜑𝑧 είναι ομοιομορφισμός του 𝔻 επί του χώρου των χαρακτήρων της
𝐴(𝔻).
Η απεικόνιση Gelfand “είναι” η απεικόνιση 𝑓 → ̃𝑓 . Είναι ισομετρία (άρα είναι
1-1, και έχει κλειστή εικόνα) αλλά δεν είναι επί.

Παρατήρηση Παρόλο που η𝐴(𝔻) είναι υπάλγεβρα της𝐶(𝕋) που έχει χώρο χα-
ρακτήρων ℳ(𝐶(𝕋)) ≃ 𝕋, η 𝐴(𝔻) έχει “πολύ μεγαλύτερο” χώρο χαρακτήρων:
ℳ(𝐴(𝔻)) ≃ 𝔻.

Απόδειξη Η απεικόνιση 𝑔 → 𝑔|𝕋 ∶ ̃𝐴 → 𝐴(𝔻) είναι βεβαίως επιμορφισμός
αλγεβρών. Επιπλέον, από την αρχή του μεγίστου, είναι ισομετρική:

‖𝑔|𝕋‖𝕋 = sup{|𝑔(𝑤)| ∶ 𝑤 ∈ 𝕋} = sup{|𝑔(𝑧)| ∶ 𝑤 ∈ 𝔻} = ‖𝑔‖𝔻 ,
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συνεπώς είναι 1-1. Επομένως η αντίστροφή της είναι (ισο-)μορφισμός αλγε-
βρών. Δηλαδή η απεικόνιση 𝑓 → ̃𝑓 ∶ 𝐴(𝔻) → ̃𝐴 είναι (ισο-)μορφισμός αλγε-
βρών.
Είναι εύκολο τώρα να ελεγχθεί ότι, για κάθε 𝑧 ∈ 𝔻, η απεικόνιση

𝜙𝑧 ∶ 𝑓 → ̃𝑓 ∶ 𝐴(𝔻) → ℂ

είναι (σύνθεση μη μηδενικών μορφισμών, άρα) χαρακτήρας της 𝐴(𝔻).
Αντίστροφααν𝜑 ∶ 𝐴(𝔻) → ℂ είναι χαρακτήρας, θέτω 𝑧 = 𝜑(𝑓1) όπου 𝑓1(𝑤) =
𝑤 (𝑤 ∈ 𝕋) και παρατηρώ ότι |𝑧| ≤ ‖𝜑‖‖𝑓1‖ = 1, δηλαδή 𝑧 ∈ 𝔻. Θα δείξω
ότι 𝜑 = 𝜑𝑧. Πράγματι, αν 𝑝(𝑤) = ∑𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑤𝑘 είναι πολυώνυμο, δηλαδή 𝑝 =
∑𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑓𝑘
1 , τότε

𝜑(𝑝) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜑(𝑓𝑘
1 ) =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜑(𝑓1)𝑘 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧𝑘 = ̃𝑝(𝑧) = 𝜑𝑧(𝑝).

Επειδή οι𝜑 και𝜑𝑧 είναι συνεχείς και ταυτίζονται στο σύνολο των πολυωνύμων,
που είναι πυκνό στην 𝐴(𝔻) (όπως έχουμε αποδείξει), έπεται ότι 𝜑(𝑓) = 𝜑𝑧(𝑓)
για κάθε 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻).
Δείξαμε λοιπόν ότι η απεικόνιση

Ψ ∶ 𝑧 → 𝜑𝑧 ∶ 𝔻 → ℳ(𝐴(𝔻))

είναι επί. Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι είναι 1-1: αν 𝑧 ≠ 𝑤, τότε ̃𝑓1(𝑧) ≠ ̃𝑓1(𝑤)
δηλαδή 𝜙𝑧(𝑓1) ≠ 𝜙𝑤(𝑓1).
Εξίσου εύκολα επαληθεύεται ότι η αντίστροφη απεικόνιση 𝜑𝑧 → 𝑧 είναι συνε-
χής: αν 𝜑𝑧𝑖

𝑤∗
→ 𝜑𝑧 τότε 𝜑𝑧𝑖

(𝑓1) → 𝜑𝑧(𝑓1), άρα 𝑧𝑖 → 𝑧. Επομένως οι συμπαγείς
χώροι 𝔻 και ℳ(𝐴(𝔻)) είναι ομοιομορφικοί.
Αν 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻), για κάθε 𝑧 ∈ 𝔻 έχουμε

̂𝑓(𝜑𝑧) = 𝜑𝑧(𝑓) = ̃𝑓(𝑧)

δηλαδή ( ̂𝑓 ∘ Ψ)(𝑧) = ̃𝑓(𝑧). Επομένως

(𝒢(𝑓)) ∘ Ψ = ̃𝑓.

οπότε, αν “ταυτίσουμε” τους συμπαγείς χώρους 𝔻 και ℳ(𝐴(𝔻)) μέσω της Ψ, ο
μετασχηματισμός Gelfand “ταυτίζεται” με την απεικόνιση: 𝑓 → ̃𝑓 .
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Η απεικόνιση Gelfand είναι ισομετρία: για κάθε 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻) έχουμε

‖𝒢(𝑓)‖∞ = sup{ ̂𝑓(𝜑) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝐴(𝔻))} = sup{ ̂𝑓(𝜙𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝔻}
= sup{ ̃𝑓(𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝔻} = sup{ ̃𝑓(𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝕋} = ‖𝑓‖

λόγω της αρχής του μεγίστου.
Τέλος, η απεικόνιση Gelfand δεν είναι επί της 𝐶(ℳ(𝐴(𝔻))): Πράγματι, αν μία
συνάρτηση 𝑓 ∈ 𝐶(𝔻) δεν είναι ολόμορφη στο 𝔻 (π.χ. 𝑓(𝑧) = ̄𝑧), τότε η 𝑓 ∘ Ψ−1

ανήκει στην 𝐶(ℳ(𝐴(𝔻))) αλλά όχι στην 𝒢(𝐴(𝔻)).

10.3.3 Η άλγεβρα Wiener ή άλγεβρα Fourier 𝒲

Θυμίζουμε (παράγραφος (2.8)) ότι πρόκειται για το σύνολο 𝒲 των συναρτή-
σεων 𝑓 της μορφής

𝑓(𝑒𝑖𝑡) =
𝑘=+∞
∑

𝑘=−∞
𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡, 𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝕋

όπου ∑𝑘 |𝑎𝑘| < ∞, και η νόρμα είναι ‖𝑓‖𝑤 ∶= ∑𝑘 |𝑎𝑘|.
Ο χώρος ℳ(𝒲) των χαρακτήρων είναι ομοιομορφικός με τον μοναδιαίο κύκλο
𝕋.
Η απεικόνισηGelfand είναι 1-1, αλλά δεν είναι επί: έχει πυκνή, αλλά όχι κλειστή
εικόνα, και (επομένως) η αντίστροφη απεικόνιση δεν είναι συνεχής.

Απόδειξη H 𝒲 είναι υπάλγεβρα της άλγεβρας 𝐶(𝕋) (η σειρά ∑𝑘 𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡 συ-
γκλίνει ομοιόμορφα) και περιέχει την μονάδα 𝟏. Άρα, κάθε χαρακτήρας της
𝐶(𝕋) ορίζει έναν χαρακτήρα της𝒲. Επίσης, η𝒲 είναι ‖⋅‖∞-πυκνή στην𝐶(𝕋),
αφού περιέχει τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα. ¹⁵ Επομένως κάθε χαρακτήρας
της 𝒲 επεκτείνεται μοναδικά σε χαρακτήρα της 𝐶(𝕋).
Αλλά γνωρίζουμε τους χαρακτήρες της𝐶(𝕋): είναι ακριβώς οι εκτιμήσεις {𝛿𝑧 ∶
𝑧 ∈ 𝕋} (παράγραφος 10.3.1). Δηλαδή η απεικόνιση

Φ ∶ 𝕋 → ℳ(𝒲) ∶ 𝑧 → 𝛿𝑧

είναι 1-1 και επί.
Δεν είναι μάλιστα δύσκολο να δείξει κανείς απευθείας (χωρίς τη χρήση του
χαρακτηρισμού του ℳ(𝐶(𝐾)) ότι κάθε χαρακτήρας 𝜑 της 𝒲 είναι εκτίμηση.
¹⁵Αυτό έπεται π.χ. από το Θεώρημα Stone-Weierstrass ή από το Θεώρημα Féjer.
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Απόδειξη Αν 𝜑 είναι χαρακτήρας της 𝒲, θέτω 𝑧 = 𝜑(𝑓1) και ισχυρίζομαι ότι 𝑧 ∈ 𝕋
και 𝜑 = 𝛿𝑧. Πράγματι, αφενός έχουμε |𝑧| = |𝜑(𝑓1)| ≤ ‖𝜑‖‖𝑓1‖𝑤 = 1. Αλλά από την
άλλη, επειδή 𝑓1 ∈ Inv(𝒲) άρα 𝜑(𝑓1) ≠ 0 έχουμε 𝜑(𝑓−1

1 ) = (𝜑(𝑓1))−1, επομένως
1
|𝑧| = |𝜑(𝑓−1

1 )| ≤ ‖𝜑‖‖𝑓−1
1 ‖𝑤 = 1. Έδειξα λοιπόν ότι 𝑧 ∈ 𝕋.

Τώρα, για κάθε 𝑘 ∈ ℤ αν 𝑓𝑘(𝑒𝑖𝑡) = 𝑒𝑖𝑘𝑡 έχουμε

𝑧𝑘 = (𝜑(𝑓1))𝑘 = 𝜑(𝑓𝑘
1 ) = 𝜑(𝑓𝑘)

δηλαδή 𝜑(𝑓𝑘) = 𝛿𝑧(𝑓𝑘). Επομένως οι συνεχείς γραμμικές μορφές 𝜑 και 𝛿𝑧 ταυτίζο-
νται στην γραμμική θήκη του συνόλου {𝑓𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ}, που είναι πυκνή στην 𝒲, άρα
ταυτίζονται παντού. Ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Η απεικόνιση 𝛿𝑧 → 𝑧 είναι συνεχής, γιατί αν 𝛿𝑧𝑖

𝑤∗
→ 𝛿𝑧 τότε 𝛿𝑧𝑖

(𝑓1) → 𝛿𝑧(𝑓1),
άρα 𝑧𝑖 → 𝑧. Αφού οι δύο χώροι είναι συμπαγείς, η απεικόνιση Φ είναι ομοιο-
μορφισμός.
Για κάθε 𝑓 ∈ 𝒲 και 𝛿𝑧 ∈ ℳ(𝒲) όπου 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃, έχουμε

𝒢(𝑓)(𝛿𝑧) = 𝛿𝑧(𝑓) = 𝑓(𝑒𝑖𝜃)

δηλαδή, αν “ταυτίσουμε” τους χώρους 𝕋 καιℳ(𝒲), τότε η απεικόνιση Gelfand
“ταυτίζεται” με την ταυτοτική απεικόνιση. Ειδικότερα, η απεικόνιση Gelfand
είναι 1-1. Επίσης, η εικόνα της 𝒢 είναι πυκνή στην 𝐶(ℳ(𝒲)), γιατί η 𝒲 είναι
πυκνή στην 𝐶(𝕋).
Όμως ο μετασχηματισμός Gelfand δεν απεκονίζει την 𝒲 επί της 𝐶(ℳ(𝒲)),
γιατί η𝒲 δεν ισούται με την𝐶(𝕋): υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις που η σειρά
Fourier τους δεν συγκλίνει απόλυτα. Ένα τέτοιο συγκεκριμένο παράδειγμα εί-
ναι η

𝑔(𝑒𝑖𝑡) =
∞

∑
𝑘=2

sin 𝑘𝑡
𝑘 log 𝑘 .

Αποδεικνύεται ότι η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στον 𝕋, άρα ορίζει συνεχή
συνάρτηση, αλλά βεβαίως δεν συγκλίνει απόλυτα. (Ας θυμηθούμε επίσης ότι
υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις που η σειρά Fourier τους δεν συγκλίνει).

Το επόμενο Θεώρημα αποδείχθηκε αρχικά από τον N. Wiener με διαφορετικές
μεθόδους. Σήμερα, είναι ένα άμεσο πόρισμα της θεωρίας Gelfand.

Θεώρημα 10.16 (Wiener) Αν η 𝑓 ∶ 𝕋 → ℂ έχει απολύτως συγκλίνουσα σειρά
Fourier και δεν μηδενίζεται πουθενά στον𝕋, τότε η 1/𝑓 έχει και αυτή απολύτως
συγκλίνουσα σειρά Fourier.
Με άλλα λόγια:
Αν 𝑓 ∈ 𝒲 και 𝑓(𝑒𝑖𝑡) ≠ 0 για κάθε 𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝕋, τότε 1/𝑓 ∈ 𝒲.
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Απόδειξη Για κάθε 𝜑 = 𝛿𝑧 ∈ ℳ(𝒲) από την υπόθεση έχουμε 𝜑(𝑓) ≠ 0,
οπότε (Πρόταση 10.10 (α)) 𝑓 ∈ Inv(𝒲). Δηλαδή υπάρχει 𝑔 ∈ 𝒲 ώστε 𝑓𝑔 = 1.
Οι πράξεις όμως στην 𝒲 έχουν ορισθεί κατά σημείο, οπότε 𝑔(𝑡) = 1/𝑓(𝑒𝑖𝑡) για
κάθε 𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝕋.

Η θεωρία Gelfand επιτρέπει μια απλή απόδειξη της ακόλουθης επέκτασης του
Λήμματος του Wiener.

Πρόταση 10.17 (Wiener - Levy) Αν 𝑓 ∈ 𝒲 και ℎ είναι συνάρτηση ολόμορφη
σε μια περιοχή του 𝑓(𝕋), τότε ℎ ∘ 𝑓 ∈ 𝒲.

Απόδειξη Παρατηρούμε πρώτα ότι

𝜎(𝑓) = {𝛿𝑧(𝑓) ∶ 𝛿𝑧 ∈ ℳ(𝒲)} = {𝑓(𝑒𝑖𝑡)) ∶ 𝑒𝑖𝑡) ∈ 𝕋} = 𝑓(𝕋).
Συνεπώς αφού η ℎ είναι ολόμορφη σε μια περιοχή του 𝜎(𝑓), από τον συναρτη-
σιακό λογισμό για ολόμορφες συναρτήσεις ορίζεται το ℎ(𝑓) ∈ 𝒲.
Θα δείξουμε ότι ℎ(𝑓) = ℎ ∘ 𝑓 . Παρατηρούμε ότι αυτό αληθεύει όταν η ℎ = 𝑝
είναι πολυώνυμο. Επίσης, αν 𝑞 είναι πολυώνυμο που δεν μηδενίζεται στο 𝑓(𝕋),
τότε 𝑞(𝑓) = 𝑞 ∘𝑓 ∈ Inv(𝒲), άρα 1

𝑞∘𝑓 ∈ 𝒲. Συνεπώς η σχέση ℎ(𝑓) = ℎ∘𝑓 ισχύει
όταν η ℎ = 𝑝

𝑞 είναι ρητή συνάρτηση ολόμορφη στο 𝑓(𝕋). Αλλά από το θεώρημα
Runge, κάθε συνάρτηση ℎ ολόμορφη σε μια περιοχή 𝑈 του 𝑓(𝕋) προσεγγίζεται
από μια ακολουθία (𝑟𝑛) τέτοιων ρητών συναρτήσεων ομοιόμορφα στα συμπαγή
υποσύνολα του 𝑈 . Τότε όμως ‖ℎ(𝑓) − 𝑟𝑛(𝑓)‖𝑊 → 0 (Θεώρημα 7.7). Συνεπώς
για κάθε 𝑒𝑖𝑡 έχουμε ℎ(𝑓)(𝑒𝑖𝑡) = lim𝑛 𝑟𝑛(𝑓)(𝑒𝑖𝑡) = lim𝑛(𝑟𝑛 ∘ 𝑓)(𝑒𝑖𝑡) = (ℎ ∘
𝑓)(𝑒𝑖𝑡). 2

10.3.4 Η άλγεβρα ℓ1(ℤ)

Η άλγεβρα αυτή είναι ισόμορφη ως άλγεβρα Banach με την άλγεβρα τουWiener
μέσω του μετασχηματισμού Fourier ℱ ∶ 𝒲 → ℓ1 ∶ 𝑓 → ̂𝑓 (βλ. παραγρ. 2.6 και
2.8). Επομένως ο χώρος ℳ(ℓ1) των χαρακτήρων της είναι ομοιομορφικός με
τον 𝕋.
Συγκεκριμένα η απεικόνιση Ψ ∶ 𝕋 → ℳ(ℓ1) ∶ 𝑧 → 𝜓𝑧 όπου 𝜓𝑧((𝑥𝑛)) =
∑𝑛∈ℤ 𝑥𝑛𝑧𝑛 είναι ομοιομορφισμός.
Αν “ταυτίσουμε” τους χώρους αυτούς, τότε ο μετασχηματισμός Gelfand “ταυτί-
ζεται” με τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier, δηλαδή

(𝒢(𝑥))(Ψ(𝑒𝑖𝜃)) = (ℱ−1(𝑥))(𝜃) = ∑
𝑛∈ℤ

𝑥𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃
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για κάθε 𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ ℓ1(ℤ).
Όπως δείξαμε για την (ισόμορφη) άλγεβραWiener, ο μετασχηματισμός Gelfand
είναι 1-1, και έχει πυκνή εικόνα, αλλά δεν είναι επί της 𝐶(ℳ(ℓ1)).

10.3.5 Η άλγεβρα 𝐿1(ℝ)

Ο χώρος των χαρακτήρων της 𝐿1(ℝ) είναι ομοιομορφικός με τον ℝ και ο με-
τασχηματισμός Gelfand “είναι” ο μετασχηματισμός Fourier 𝐿1(ℝ) → 𝐶0(ℝ). Ο
μετασχηματισμός Gelfand είναι 1-1, επομένως η 𝐿1(ℝ) είναι ημιαπλή άλγεβρα.
Η συνέλιξη (𝑓, 𝑔) → 𝑓 ∗ 𝑔 όπου

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑠)𝑔(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠

ορίζει πολλαπλασιασμό στον 𝐿1(ℝ) ως προς τον οποίο γίνεται μεταθετική άλ-
γεβρα Banach. ¹⁶
Ένα σημαντικό εργαλείο για τα επόμενα είναι το γεγονός ότι η δράση 𝑡 → 𝑓𝑡
όπου 𝑓(𝑠) = 𝑠 − 𝑡 της ομάδας ℝ στον χώρο ℝ επάγει μια δράση της ℝ στον
χώρο 𝐿1(ℝ):

Πρόταση 10.18 Η απεικόνιση

𝑉𝑠 ∶ 𝐶𝑜𝑜(ℝ) → 𝐶𝑜𝑜(ℝ) ∶ 𝑔 → 𝑔𝑠

όπου¹⁷ 𝑔𝑠(𝑡) = 𝑔(𝑡 − 𝑠) επεκτείνεται σε ισομετρικό τελεστή 𝑈𝑠 ∶ 𝐿1(ℝ) →
𝐿1(ℝ). Για κάθε 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) η απεικόνιση 𝑠 → 𝑈𝑠(𝑔) ∶ ℝ → 𝐿1(ℝ) είναι συνεχής.
Γράφουμε 𝑔𝑠 = 𝑈𝑠(𝑔) για κάθε 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) και 𝑠 ∈ ℝ.

Απόδειξη Έστω 𝑔 ∈ 𝐶𝑜𝑜(ℝ). Επειδή το μέτρο Lebesgue είναι αναλλοίωτο ως
προς μεταφορές, έχουμε για κάθε 𝑠 ∈ ℝ

‖𝑉𝑠(𝑔)‖1 = ∫
ℝ

|𝑔(𝑡 − 𝑠)|𝑑𝑡 = ∫
ℝ

|𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 = ‖𝑔‖1.

Επομένως ο (προφανώς γραμμικός) τελεστής 𝑉𝑠 διατηρεί την ‖.‖1 στον 𝐶𝑜𝑜(ℝ).
Ειδικότερα είναι ‖.‖1-συνεχής, άρα έχει μοναδική επέκταση σε γραμμική ισο-
μετρία 𝑈𝑠 ∶ 𝐿1(ℝ) → 𝐿1(ℝ).
¹⁶βλ. [7], Πρόταση 11.30.
¹⁷Με 𝐶𝑜𝑜(ℝ) συμβολίζουμε τον χώρο των συνεχών συναρτήσεων με συμπαγή φορέα. Είναι

γνωστό ότι ο 𝐶𝑜𝑜(ℝ) είναι πυκνός υπόχωρος του 𝐿1(ℝ) ([7], Πρόταση 11.29).
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Για τον δεύτερο ισχυρισμό, υποθέτω πρώτα ότι 𝑔 ∈ 𝐶𝑜𝑜(ℝ) και θα δείξω ότι
lim𝑠→0 ‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑔‖1 = 0.
Πράγματι, αν η 𝑔 μηδενίζεται έξω από το διάστημα [−Μ, Μ], τότε η 𝑔𝑠 μηδε-
νίζεται έξω από το [−𝑀 + 𝑠, 𝑀 + 𝑠], άρα η οικογένεια {𝑔𝑠 ∶ |𝑠| ≤ 𝑀} φέρε-
ται από το συμπαγές [−2𝑀, 2𝑀]. Επειδή η 𝑔 είναι ομοιόμορφα συνεχής, για
κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ με |𝑥 − 𝑦| < 𝛿 να ισχύει
|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| < 𝜀/4Μ. Επομένως αν |𝑠| < min(𝛿, Μ) έχουμε

‖𝑔𝑠 − 𝑔‖1 = ∫
ℝ

|𝑔(𝑡 − 𝑠) − 𝑔(𝑡)|𝑑𝑡 = ∫
2𝑀

−2𝑀
|𝑔(𝑡 − 𝑠) − 𝑔(𝑡)|𝑑𝑡 < 𝜀

άρα lim𝑠→0 ‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑔‖1 = 0.
Αν τώρα η 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) είναι τυχαία, τότε για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝑔𝜀 ∈ 𝐶𝑜𝑜(ℝ) με
‖𝑔−𝑔𝜀‖1 < 𝜀. Από την προηγούμενη παράγραφο υπάρχει 𝛿 > 0ώστε ‖𝑈𝑠(𝑔𝜀)−
𝑔𝜀‖1 < 𝜀 για κάθε 𝑠 ∈ (−𝛿, 𝛿). Τότε όμως

‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑔‖1 ≤ ‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑈𝑠(𝑔𝜀)‖1 + ‖𝑈𝑠(𝑔𝜀) − 𝑔𝜀‖1 + ‖𝑔𝜀 − 𝑔‖1
≤ ‖𝑔 − 𝑔𝜀‖1 + ‖𝑈𝑠(𝑔𝜀) − 𝑔𝜀‖1 + ‖𝑔𝜀 − 𝑔‖1 < 3𝜀

για κάθε 𝑠 ∈ (−𝛿, 𝛿) (χρησιμοποίησα το γεγονός ότι κάθε 𝑈𝑠 είναι ισομετρία).
Αυτό δείχνει ότι lim𝑠→0 ‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑔‖1 = 0. Τέλος, αν 𝑠 → 𝑠𝑜 έχουμε 𝑈𝑠 =
𝑈𝑠−𝑠𝑜

𝑈𝑠𝑜
και συνεπώς

lim
𝑠→𝑠𝑜

‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑈𝑠𝑜
(𝑔)‖1 = lim

𝑠→𝑠𝑜
‖𝑈𝑠−𝑠𝑜

(𝑈𝑠𝑜
(𝑔)) − 𝑈𝑠𝑜

(𝑔)‖1 = 0 . 2

Η άλγεβρα (𝐿1(ℝ), ∗) δεν έχει μονάδα (γιατί;). Θεωρούμε λοιπόν την μοναδο-
ποίησή της 𝒜 = 𝐿1(ℝ) ⊕ ℂ. Η 𝐿1(ℝ) είναι μεγιστικό ιδεώδες στην 𝒜, συνε-
πώς υπάρχει ακριβώς ένας χαρακτήρας της 𝒜, έστω 𝜑∞, που μηδενίζει την
𝐿1(ℝ). Όλοι οι άλλοι χαρακτήρες της 𝒜 ορίζουν χαρακτήρες της 𝐿1(ℝ), και
αντίστροφα κάθε χαρακτήρας 𝜓 της 𝐿1(ℝ) επεκτείνεται μοναδικά σε χαρα-
κτήρα 𝜑 της 𝒜, θέτοντας 𝜑(𝑓, 𝜆) = 𝜓(𝑓) + 𝜆.
Θα δείξω ότι όλοι οι χαρακτήρες της 𝐿1(ℝ) είναι της μορφής 𝜑𝜉 (𝜉 ∈ ℝ), όπου
η απεικόνιση 𝜑𝜉 ∶ 𝐿1(ℝ) → ℂ ορίζεται από την σχέση

𝜑𝜉(𝑓) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

(το ολοκλήρωμα υπάρχει, αφού η συνάρτηση 𝑡 → 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉 ανήκει στον𝐿1(ℝ)).
Η 𝜑𝜉 είναι γραμμική μορφή, η οποία δεν είναι η μηδενική (γιατί π.χ. δεν μηδε-
νίζει την χαρακτηριστική συνάρτηση του διαστήματος [−1, 1]).
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Ισχυρίζομαι ότι η 𝜑𝜉 είναι χαρακτήρας της 𝐿1(ℝ), δηλαδή ότι 𝜑𝜉(𝑓 ∗ 𝑔) =
𝜑𝜉(𝑓).𝜑𝜉(𝑔). Πράγματι,

𝜑𝜉(𝑓 ∗ 𝑔) = ∫
+∞

−∞
(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

= ∫
+∞

−∞
(∫

+∞

−∞
𝑓(𝑠)𝑔(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠) 𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

∗= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑠) (∫

+∞

−∞
𝑔(𝑡 − 𝑠)𝑒−𝑖(𝑡−𝑠)𝜉𝑑𝑡) 𝑒−𝑖𝑠𝜉𝑑𝑠

∗∗= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑠) (∫

+∞

−∞
𝑔(𝑟)𝑒−𝑖𝑟𝜉𝑑𝑟) 𝑒−𝑖𝑠𝜉𝑑𝑠

= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑠)𝜑𝜉(𝑔)𝑒−𝑖𝑠𝜉𝑑𝑠 = 𝜑𝜉(𝑓).𝜑𝜉(𝑔)

όπου η ισότητα (*) έπεται από το Θεώρημα Fubini και η ισότητα (**) από την
“αλλαγή μεταβλητής” 𝑟 = 𝑡−𝑠, δηλαδή στην ουσία από το γεγονός ότι το μέτρο
Lebesgue στην ομάδα ℝ είναι αναλλοίωτο ως προς μεταφορές.
Είναι εύκολη άσκηση¹⁸ να δείξεις ότι η απεικόνιση 𝜉 → 𝜑𝜉 ∶ ℝ → ℳ(𝐿1(ℝ))
είναι 1-1. Θα δείξω ότι είναι επί.
Έστω λοιπόν 𝜑 ∈ ℳ(𝐿1(ℝ)). Ειδικότερα η 𝜑 είναι συνεχής γραμμική μορφή
στον 𝐿1(ℝ) (ανήκει στον δυικό του). Αλλά είναι γνωστό ότι ο δυικός του 𝐿1(ℝ)
είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον 𝐿∞(ℝ), άρα υπάρχει¹⁹ 𝜒 ∈ 𝐿∞(ℝ) ώστε

𝜑(𝑓) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝜒(𝑡)𝑑𝑡 (𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ)).

Ισχυρισμός 1 Για κάθε 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) με 𝜑(𝑓) ≠ 0,

𝜑(𝑓)𝜒(𝑠) = 𝜑(𝑓𝑠) σχεδόν για κάθε 𝑠 ∈ ℝ. (9)

¹⁸υπολόγισε το 𝜑𝜉(𝑓) για την 𝑓(𝑡) = exp(−|𝑡 − 1|).
¹⁹βλ. [7], Θεώρημα 11.24
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Απόδειξη Για κάθε 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ)

𝜑(𝑓)𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑓 ∗ 𝑔) = ∫
+∞

−∞
(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡)𝜒(𝑡)𝑑𝑡

= ∫
+∞

−∞
(∫

+∞

−∞
𝑔(𝑠)𝑓(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠) 𝜒(𝑡)𝑑𝑡

= ∫
+∞

−∞
𝑔(𝑠) (∫

+∞

−∞
𝑓(𝑡 − 𝑠)𝜒(𝑡)𝑑𝑡) 𝑑𝑠

= ∫
+∞

−∞
𝑔(𝑠) (∫

+∞

−∞
𝑓𝑠(𝑡)𝜒(𝑡)𝑑𝑡) 𝑑𝑠

= ∫
+∞

−∞
𝑔(𝑠)𝜑(𝑓𝑠)𝑑𝑠

δηλαδή

𝜑(𝑓) ∫
+∞

−∞
𝑔(𝑡)𝜒(𝑡)𝑑𝑡 = ∫

+∞

−∞
𝑔(𝑠)𝜑(𝑓𝑠)𝑑𝑠. (10)

Αφού η ισότητα αυτή ισχύει για κάθε 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ), έπεται ότι οι συναρτήσεις
𝑠 → 𝜑(𝑓)𝜒(𝑠) και 𝑠 → 𝜑(𝑓𝑠) ορίζουν τα ίδια στοιχεία του 𝐿∞(ℝ), άρα είναι
σχεδόν παντού ίσες. 2

Έχουμε δείξει όμως ότι η απεικόνιση 𝑠 → 𝑓𝑠 ∶ ℝ → 𝐿1(ℝ) είναι συνεχής.
Αφού και η 𝜑 είναι συνεχής, έπεται ότι η 𝑠 → 𝜑(𝑓𝑠) ∶ ℝ → ℂ είναι συνεχής.
Αλλάζοντας λοιπόν, αν χρειασθεί, την 𝜒 σε ένα σύνολο μέτρου μηδέν, μπορώ
(λόγω της (10)) να υποθέσω ότι η 𝜒 είναι συνεχής και ότι η ισότητα ( 9) ισχύει
για κάθε 𝑠 ∈ ℝ. Εφαρμόζοντας την ισότητα αυτή δυό φορές, μία στο σημείο
𝑠 + 𝑡 και μία για την 𝑓𝑠, έχουμε

𝜑(𝑓)𝜒(𝑠 + 𝑡) = 𝜑(𝑓𝑠+𝑡) = 𝜑((𝑓𝑠)𝑡)) = 𝜑(𝑓𝑠)𝜒(𝑡) = 𝜑(𝑓)𝜒(𝑠)𝜒(𝑡)

από το οποίο προκύπτει (αφού 𝜑(𝑓) ≠ 0) ότι

𝜒(𝑠 + 𝑡) = 𝜒(𝑠)𝜒(𝑡) για κάθε 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ. (11)

Ισχυρισμός 2 Υπάρχει 𝜉 ∈ ℝ ώστε

𝜒(𝑡) = 𝑒−𝑖𝑡𝜉.

Απόδειξη Παρατήρησε πρώτα ότι η𝜒 δεν είναι μηδέν. Η σχέση (11) δίνει λοιπόν
𝜒(0) = 1. Συνεπώς από την συνέχεια της 𝜒, σε κάποιο διάστημα γύρω απ’το 0
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οι τιμές της 𝜒 θα είναι κοντά στο 1, άρα υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε

∫
𝛿

0
𝜒(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑏 ≠ 0.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι η 𝜒 είναι διαφορίσιμη! Πράγματι, χρησιμοποιώντας και
την (11) έχουμε

𝑏𝜒(𝑠) = ∫
𝛿

0
𝜒(𝑡)𝜒(𝑠)𝑑𝑡 = ∫

𝛿

0
𝜒(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑡 = ∫

𝑠+𝛿

𝑠
𝜒(𝑢)𝑑𝑢.

Αφού η 𝜒 είναι συνεχής, το ολοκλήρωμα δεξιά είναι διαφορίσιμη συνάρτηση
του 𝑠, άρα η 𝜒 είναι διαφορίσιμη.
Μπορώ λοιπόν να παραγωγίσω την (11) ως προς 𝑠 ∶

𝜒′(𝑠 + 𝑡).1 = 𝜒′(𝑠).𝜒(𝑡)

άρα, θέτοντας 𝑠 = 0,

𝜒′(𝑡) = 𝜒′(0)𝑥(𝑡) = 𝜆𝜒(𝑡).

Η διαφορική αυτή εξίσωση έχει γενική λύση 𝜒(𝑡) = 𝜒(0)𝑒𝜆𝑡 = 𝑒𝜆𝑡. Αλλά αφού
η 𝜒 είναι φραγμένη στο ℝ, το 𝜆 δεν μπορεί παρά να είναι καθαρά φανταστικός
αριθμός, δηλαδή της μορφής 𝜆 = −𝑖𝜉 για κάποιο 𝜉 ∈ ℝ. 2

Αποδείχθηκε λοιπόν ότι η απεικόνιση

𝜉 → 𝜑𝜉 ∶ ℝ ∪ {∞} → ℳ(𝐿1(ℝ) ⊕ ℂ)

είναι αμφιμονοσήμαντη. Για να δείξω ότι είναι ομοιομορφισμός (όπου οℝ∪{∞}
είναι η συμπαγοποίηση ενός σημείου του ℝ), αρκεί να δείξω ότι είναι συνεχής.
Για να δείξω την συνέχεια σε κάποιο 𝜉𝑜 ∈ ℝ, πρέπει να δείξω ότι αν 𝜉 → 𝜉𝜊,
τότε 𝜑𝜉(𝑓) → 𝜑𝜉𝜊

(𝑓) για κάθε 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ), δηλαδή ότι

lim
𝜉→𝜉𝜊

∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡 = ∫

+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑜𝑑𝑡

και αυτό είναι απλή συνέπεια του Θεωρήματος κυριαρχημένης σύγκλισης.
Για να δείξω την συνέχεια στο σημείο ∞, πρέπει να δείξω ότι για κάθε 𝑓 ∈
𝐿1(ℝ) και κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝐾 ⊆ ℝ συμπαγές ώστε |𝜑𝜉(𝑓)| < 𝜀 για κάθε
𝜉 ∉ 𝐾. Ισοδύναμα πρέπει να αποδειχθεί το κλασσικό
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Λήμμα 10.19 ( Riemann - Lebesgue) Για κάθε 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ),

lim
𝜉→±∞

∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡 = 0.

Απόδειξη Επειδή 𝑒−𝑖𝜋 = −1, έχουμε

𝜑𝜉(𝑓) = − ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜉(𝑡+ 𝜋

𝜉 )𝑑𝑡 = − ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡 − 𝜋

𝜉 )𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

και συνεπώς

2𝜑𝜉(𝑓) = ∫
+∞

−∞
(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − 𝜋

𝜉 ))𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡 = ∫
+∞

−∞
(𝑓(𝑡) − 𝑓 𝜋

𝜉
(𝑡))𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

άρα
2|𝜑𝜉(𝑓)| ≤ ‖𝑓 − 𝑓 𝜋

𝜉
‖1.

Αλλά η συνέχεια της 𝑠 → 𝑓𝑠 ως προς την νόρμα ‖.‖1 δείχνει ότι το δεξιά μέλος
τείνει στο 0 καθώς το 𝜉 τείνει στο ±∞. 2

Δείξαμε λοιπόν ότι το ℝ είναι ομοιομορφικό με το ℳ(𝐿1(ℝ)). Αν ταυτίσουμε
τους δύο αυτούς χώρους, τότε ο μετασχηματισμός Gelfand ταυτίζεται με τον
μετασχηματισμό Fourier

ℱ ∶ 𝐿1(ℝ) → 𝐶0(ℝ) ∶ 𝑓 → ̂𝑓

που ορίζεται από την σχέση

̂𝑓(𝜉) ∶= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡.

Η συνάρτηση ̂𝑓 ανήκει στην 𝐶0(ℝ) γιατί είναι συνεχής και lim𝜉→±∞ ̂𝑓(𝜉) = 0,
όπως δείξαμε.

Ισχυρισμός Ο μετασχηματισμός Gelfand είναι 1-1.
Απόδειξη Αν 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) και ̂𝑓(𝜉) = 0 για κάθε 𝜉, πρέπει να δείξω ότι 𝑓 = 0
σχεδόν παντού. Αρκεί να δείξω ότι∫ 𝑓(𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡 = 0 για “αρκετές” συναρτήσεις
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ℎ. Αν 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) και ̂𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ), έχουμε

0 = ∫
+∞

−∞
̂𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

+∞

−∞
(∫

+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝑥𝑑𝑡) 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡) (∫

+∞

−∞
𝑔(𝑥)𝑒−𝑖𝑡𝑥𝑑𝑥) 𝑑𝑡

= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡) ̂𝑔(𝑡)𝑑𝑡.

Μένει να βρεθούν “αρκετές” συναρτήσεις της μορφής ̂𝑔. Παρατηρούμε πρώτα
ότι κάθε συνάρτηση της μορφής ℎ(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑒−𝑎𝑡2 όπου 𝑎 > 0 και 𝑝 πολυώνυμο
ισούται με ̂𝑔 για κάποια 𝑔 της ίδιας μορφής (άσκηση). Συνεπώς

∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡 = 0

για κάθε συνάρτηση της μορφής ℎ(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑒−𝑎𝑡2 .
Ισχυρίζομαι όμως ότι κάθε συνάρτηση 𝜓 ∈ 𝐶𝑜(ℝ) προσεγγίζεται ομοιόμορφα
από γραμμικούς συνδυασμούς τέτοιων συναρτήσεων. Πράγματι, αν ονομάσω
𝒜 την γραμμική θήκη όλων των συναρτήσεων της μορφής ℎ(𝑡) = 𝜆 + 𝑡𝑛𝑒−𝑎𝑡2

όπου 𝜆 ∈ ℂ,𝑛 = 0, 1, 2, … και 𝑎 > 0, παρατηρώ ότι κάθε ℎ ∈ 𝒜 επεκτείνεται σε
συνεχή συνάρτηση στην συμπαγοποίηση ενός σημείου ℝ∪{∞} του ℝ (θέτοντας
ℎ(∞) = 𝜆). Έτσι η 𝒜 γίνεται υπάλγεβρα της 𝐶(ℝ ∪ {∞}) που περιέχει τις
σταθερές, χωρίζει τα σημεία και περιέχει τον μιγαδικό συζυγή κάθε στοιχείου
της. Από το Θεώρημα Stone - Weierstrass (μιγαδική μορφή) έπεται ότι η𝒜 είναι
πυκνή στην 𝐶(ℝ ∪ {∞}). Άρα υπάρχει ακολουθία (𝜓𝑛) στην 𝒜 που συγκλίνει
στην 𝜓 ομοιόμορφα στο ℝ ∪ {∞}. Επειδή 𝜓(∞) = 0, η ακολουθία (ℎ𝑛) όπου
ℎ𝑛(𝑡) = 𝜓𝑛(𝑡) − 𝜓𝑛(∞) συγκλίνει στην 𝜓 ομοιόμορφα στο ℝ. Αλλά κάθε ℎ𝑛
είναι γραμμικός συνδυασμός όρων της μορφής 𝑡𝑘𝑒−𝑎𝑡2 , άρα ∫ℝ 𝑓ℎ𝑛 = 0 για
κάθε 𝑛 ∈ ℕ. Λόγω ομοιόμορφης σύγκλισης, έπεται ότι ∫ℝ 𝑓𝜓 = 0. Αφού αυτό
ισχύει για κάθε 𝜓 ∈ 𝐶𝑜(ℝ), συμπεραίνουμε ότι 𝑓 = 0 σχεδόν παντού.

10.3.6 Μία μεταθετική άλγεβρα Banach που δεν είναι ημιαπλή

Το απλούστερο παράδειγμα είναι να ξεκινήσει κανείς απο ένα μηδενοδύναμο
ή ψευδομηδενοδύναμο στοιχείο 𝑥 μιάς άλγεβρας Banach ℬ με μονάδα, και να
θεωρήσει την μικρότερη άλγεβρα Banach 𝒜 που παράγει το 𝑥 και η μονάδα.
Πρόκειται για την κλειστή θήκη της άλγεβρας των πολυωνύμων του 𝑥. Η𝒜 έχει
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έναν μόνο χαρακτήρα, εκείνον που μηδενίζει το 𝑥. Το ριζικό της είναι επομένως
ο πυρήνας του χαρακτήρα αυτού, είναι δηλαδή το (μεγιστικό!) ιδεώδες που
παράγει το 𝑥.
Για ένα συγκεκριμένο παράδειγμα, μπορεί κανείς να θεωρήσει την άλγεβρα
ℬ = 𝑀𝑛(ℂ) και 𝑥 ∈ ℬ τον πίνακα που ικανοποιεί 𝑥𝑖𝑗 = 𝛿𝑖,𝑗+1.
Ή ακόμα, μπορεί κανείς να πάρει ℬ = ℬ(ℓ2) και 𝑥 ∈ ℬ τον τελεστή που
ικανοποιεί 𝑥𝑒𝑛 = 1

𝑛𝑒𝑛+1 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.

10.4 Ιδεώδη και φασματική σύνθεση

Μια μεταθετική άλγεβρα Banach 𝒜 με μονάδα, ²⁰ αν είναι ημιαπλή, είναι ισο-
μορφική, ως άλγεβρα, με μια άλγεβρα συνεχών συναρτήσεων, την άλγεβρα
𝒜 ⊆ 𝐶(𝐾) όπου 𝐾 = ℳ(𝒜) ο συμπαγής και Hausdorff χώρος των χαρακτή-
ρων της𝒜 με την ασθενή-* τοπολογία (Θεώρημα 10.15). Επιπλέον η ανισότητα

‖ ̂𝑥‖∞ = sup{| ̂𝑥(𝜔)| ∶ 𝜔 ∈ 𝐾} = sup{|𝜆| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥)} = 𝜌(𝑥) ≤ ‖𝑥‖
δείχνει ότι η νόρμα ‖ ⋅ ‖ της 𝒜 είναι μεγαλύτερη από τη νόρμα ‖ ⋅ ‖∞. Αυτό
σημαίνει ότι η εμφύτευση

(𝒜, ‖ ⋅ ‖) → (𝐶(𝐾), ‖ ⋅ ‖∞)
της 𝒜 στην 𝐶(𝐾) μέσω του μετασχηματισμού Gelfand είναι συνεχής.
Παρατηρούμε ότι η εικόνα 𝒜 της 𝒜 χωρίζει τα σημεία του 𝐾: αν 𝜔1 ≠ 𝜔2
υπάρχει 𝑓 = ̂𝑥 ∈ 𝒜 ώστε 𝑓(𝜔1) = 0 και 𝑓(𝜔2) = 1.
Ορισμός 10.5 Μια μεταθετική άλγεβρα Banach 𝒜 με μονάδα λέγεται κανο-
νική (regular) αν για κάθε κλειστό 𝐸 ⊆ 𝐾 και κάθε 𝜔 ∉ 𝐾 υπάρχει 𝑓 = ̂𝑥 ∈ 𝒜
ώστε 𝑓|𝐸 = 0 και 𝑓(𝜔) = 1.
Για παράδειγμα, η άλγεβρα 𝒜 = 𝐶(𝐾) είναι κανονική: αυτό είναι το περιεχό-
μενο του λήμματος Urysohn (εδώ 𝒜 = 𝐶(𝐾)).
Η άλγεβρα του δίσκου δεν είναι κανονική. Πράγματι, ξέρουμε (Παράγραφος
10.3.2) ότι ℳ(𝐴(𝔻)) = 𝔻. Αν 𝐸 είναι άπειρο συμπαγές υποσύνολο του 𝔻 και
μια ̃𝑓 μηδενίζεται στο 𝐸, τότε μηδενίζεται παντού (από την αρχή της ταυτότη-
τας).
Η άλγεβρα ℓ1(ℤ), αλλά και η (μοναδοποίηση της) 𝐿1(ℝ) είναι κανονικές άλγε-
βρες Banach. ²¹ Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.
²⁰περιοριζόμαστε για ευκολία στην περίπτωση άλγεβρας με μονάδα
²¹Μάλιστα αυτό αληθεύει για την άλγεβρα𝐿1(𝐺) για οποιαδήποτε τοπικά συμπαγή αβελιανή

ομάδα 𝐺
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Αν 𝒜 είναι μια κανονική μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα, σε κάθε κλει-
στό ιδεώδες 𝐽 ⊆ 𝒜 αντιστοιχεί ένα κλειστό υποσύνολο 𝑍(𝐽) ⊆ 𝐾 = ℳ(𝒜),
το σύνολο μηδενισμού του 𝐽 :

𝑍(𝐽) = {𝜔 ∈ 𝐾 ∶ ̂𝑥(𝜔) = 0 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐽} .

Δυικά, σε κάθε κλειστό υποσύνολο 𝑍 ⊆ 𝐾 αντιστοιχεί ένα κλειστό ιδεώδες

𝐼(𝑍) = {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ ̂𝑥(𝜔) = 0 για κάθε 𝜔 ∈ 𝑍} .

Στην ειδική περίπτωση 𝒜 = 𝐶(𝐾), η αντιστοιχία αυτή είναι αμφιμονοσήμα-
ντη: Αν 𝐸 ⊆ 𝐾 είναι κλειστό, το μόνο κλειστό ιδεώδες 𝐽 ⊆ 𝐶(𝐾) με σύνολο
μηδενισμού 𝑍(𝐽) = 𝐸 είναι το 𝐽 = 𝐼(𝐸). (Απόδειξη: άσκηση.)
Αυτό όμως δεν είναι αλήθεια σε όλες τις κανονικές μεταθετικές άλγεβρες Banach
με μονάδα.

Ορισμός 10.6 Αν𝒜 είναι μια κανονική μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα,
ένα κλειστό υποσύνολο 𝐸 ⊆ ℳ(𝒜) λέγεται σύνολο σύνθεσης για την 𝒜 αν
το μόνο κλειστό ιδεώδες 𝐽 ⊆ 𝒜 με σύνολο μηδενισμού 𝑍(𝐽) = 𝐸 είναι το
𝐽 = 𝐼(𝐸).

Αν 𝐸 ⊆ ℳ(𝒜) είναι κλειστό, ορίζουμε

𝐽0(𝐸) = {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ υπάρχει ανοικτό 𝑉 ⊇ 𝐸 με ̂𝑥|𝑉 = 0}
και 𝐽(𝐸) = 𝐽0(𝐸) .

Αποδεικνύεται ότι κάθε κλειστό ιδεώδες 𝐽 ⊆ 𝒜 με σύνολο μηδενισμού 𝑍(𝐽) =
𝐸 ικανοποιεί

𝐽(𝐸) ⊆ 𝐽 ⊆ 𝐼(𝐸) .
Επομένως, ένα κλειστό σύνολο 𝐸 ⊆ 𝐾 είναι σύνολο σύνθεσης αν και μόνον αν
𝐽(𝐸) = 𝐼(𝐸), ισοδύναμα αν κάθε συνάρτηση 𝑥 ∈ 𝒜 που η ̂𝑥 μηδενίζεται στο
𝐸 προσεγγίζεται (ως προς τη νόρμα της 𝒜) από ακολουθία (𝑥𝑛) της 𝒜 που οι

̂𝑥𝑛 μηδενίζονται σε περιοχές του 𝐸. Έτσι το πρόβλημα της σύνθεσης είναι ένα
πρόβλημα προσέγγισης,
Για παράδειγμα, ένα κλειστό 𝐸 ⊆ 𝕋 είναι σύνολο σύνθεσης για την άλγε-
βρα Fourier ή Wiener 𝒲 ανν για κάθε 𝑓 ∈ 𝒲 (δηλαδή της μορφής 𝑓(𝑡) =
∑𝑘

̂𝑓(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑡) που μηδενίζεται στο 𝐸, και κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει 𝑔 ∈ 𝒲 (δηλαδή
επίσης της μορφής 𝑔(𝑡) = ∑𝑘 ̂𝑔(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑡) που μηδενίζεται σε μια περιοχή του 𝐸,
τέτοια ώστε ∑𝑘 | ̂𝑓(𝑘) − ̂𝑔(𝑘)| < 𝜖.
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Το πρόβλημα της σύνθεσης είναι από τα δυσκολότερα της αρμονικής ανάλυ-
σης. Μόλις το 1947 ο L. Schwartz έδωσε το πρώτο παράδειγμα συνόλου στον
ℝ3 που δεν είναι σύνολο σύνθεσης για την 𝐿1(ℝ3) (το συγκεκριμένο παρά-
δειγμα ήταν η μοναδιαία σφαίρα 𝑆2 του ℝ3). Το 1959 P. Malliavin έδειξε ότι
για κάθε αβελιανή τοπικά συμπαγή ομάδα𝐺 που δεν είναι συμπαγής, υπάρχει
𝐸 ⊆ ℳ(𝐿1(𝐺)) που δεν είναι σύνολο σύνθεσης για την 𝐿1(𝐺).
Περισσότερα μπορεί κανείς να βρει στο [6, Κεφάλαιο 8].
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11 𝐶∗ άλγεβρες

11.1 Ενελίξεις

Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι ο αξιωματικός χαρακτηρισμός εκείνων των
μεταθετικών αλγεβρών Banach για τις οποίες ο μετασχηματισμός Gelfand εί-
ναι ισομετρία και επί. Μια τέτοια άλγεβρα θα είναι κατ’ ανάγκην ισομετρικά
ισόμορφη, δηλαδή “ίδια” ως άλγεβρα Banach, με την 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗). Ζητάμε
δηλαδή να χαρακτηρίσουμε ως άλγεβρες Banach (και όχι απλώς ως χώρους
Banach) τις άλγεβρες της μορφής 𝐶(𝐾), όπου Κ συμπαγής και Hausdorff τοπο-
λογικός χώρος.
Παρατήρησε ότι κάθε𝐶(Κ) είναι εφοδιασμένη με μιαν ακόμη εσωτερική πράξη,
την ενέλιξη 𝑓 ⟶ 𝑓∗, όπου 𝑓∗(𝑡) ∶= 𝑓(𝑡) (𝑡 ∈ Κ) . Η ύπαρξη της ενέλιξης μας
επιτρέπει, μεταξύ άλλων, να απομονώσουμε τον πραγματικό υπόχωρο 𝐶𝑅(Κ)
που αποτελείται από τις 𝑓 ∈ 𝐶(Κ)ώστε 𝑓 = 𝑓∗ (τις πραγματικές συναρτήσεις)
και που έχει την ιδιότητα𝐶(Κ) = 𝐶𝑅(Κ)+𝑖𝐶𝑅(Κ) (κάθε μιγαδική συνάρτηση
𝑓 γράφεται κατά μοναδικό τρόπο 𝑓 = 𝑓1 + 𝑖𝑓2, όπου οι 𝑓1 = (𝑓 + 𝑓∗)/2 και
𝑓2 = (𝑓 − 𝑓∗)/2𝑖 ανήκουν στον 𝐶𝑅(Κ). Επιτρέπει επίσης να απομονώσουμε
το σύνολο 𝐶+(Κ) των μη αρνητικών συναρτήσεων: είναι ακριβώς εκείνες οι
𝑓 ∈ 𝐶(Κ) για τις οποίες υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐶(Κ) με 𝑔∗𝑔 = 𝑓 .
Υπάρχουν όμως και άλλες άλγεβρες (Banach) που εφοδιάζονται κατά φυσιολο-
γικό τρόπο με μια ενέλιξη, και που τα στοιχεία τους δεν “μοιάζουν” καθόλου
με μιγαδικές συναρτήσεις, οπως η άλγεβρα ℬ(Η) όλων των τελεστών σ’ έναν
χώρο Hilbert Η (βλ. παράδειγμα 5 πιό κάτω).
Οι κοινές ιδιότητες τέτοιων αλγεβρών οδηγούν στους επόμενους ορισμούς:

Ορισμός 11.1 Ενέλιξη (involution) σε μια (μιγαδική) άλγεβρα 𝒜 είναι μια απει-
κόνιση 𝑥 ⟶ 𝑥∗ ∶ 𝒜 ⟶ 𝒜 με τις ιδιότητες

(𝑥 + 𝑦)∗ = 𝑥∗ + 𝑦∗

(𝜆𝑥)∗ = �̄�𝑥∗

(𝑥𝑦)∗ = 𝑦∗𝑥∗

(𝑥∗)∗ = 𝑥
για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜 και 𝜆 ∈ ℂ.

Ορισμός 11.2 Μια C∗ άλγεβρα 𝒜 είναι μια άλγεβρα Banach με ενέλιξη που
έχει την ιδιότητα

𝐶∗ ∶ ‖𝑥∗𝑥‖ = ‖𝑥‖2 (𝑥 ∈ 𝒜).
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Παρατήρησε ότι αν μια άλγεβρα𝒜 με ενέλιξη έχει μονάδα 1, τότε κατ’ ανάγκην
1∗ = 1 (γιατί;). Αν επί πλέον η 𝒜 είναι 𝐶∗ άλγεβρα, τότε ‖1‖ = 1 (γιατί;).

Παρατήρηση 11.1 (i) Σε μια 𝐶∗ άλγεβρα 𝒜, η ενέλιξη είναι αυτομάτως συ-
νεχής, μάλιστα είναι ισομετρία. Πράγματι, για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε ‖𝑥‖2 ≤
‖𝑥∗𝑥‖ ≤ ‖𝑥∗‖.‖𝑥‖, άρα ‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥∗‖. Eφαρμόζοντας την ανισότητα αυτή στο
𝑥∗ προκύπτει ‖𝑥∗‖ ≤ ‖𝑥∗∗‖ = ‖𝑥‖. Συνεπώς ‖𝑥∗‖ = ‖𝑥‖.
(ii) Η ανισότητα ‖𝑥‖2 ≤ ‖𝑥∗𝑥‖ (𝑥 ∈ 𝒜) αρκεί για να εξασφαλίσει την ισχύ της
ισότητας 𝐶∗, όταν η νόρμα της άλγεβρας είναι υποπολλαπλασιαστική. Πράγ-
ματι, από την ανισότητα αυτή έπεται, όπως μόλις παρατηρήσαμε, ότι ‖𝑥∗‖ =
‖𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜, οπότε

‖𝑥‖2 ≤ ‖𝑥∗𝑥‖ ≤ ‖𝑥∗‖.‖𝑥‖ = ‖𝑥‖2

άρα ισχύει ισότητα.

11.1.1 Παραδείγματα

1. Η άλγεβρα Banach ℂ είναι 𝐶∗ άλγεβρα ως προς την ενέλιξη 𝜆 ⟶ �̄�.
Έχουμε δείξει (Θεώρημα Gelfand-Mazur) ότι κάθε διαιρετική𝐶∗ άλγεβρα είναι
ισομετρικά ισόμορφη με την ℂ.
2. Η άλγεβρα Banach 𝐶(𝐾) είναι 𝐶∗ άλγεβρα ως προς την ενέλιξη 𝑓 ⟶ 𝑓∗,
όπου 𝑓∗(𝑡) ∶= 𝑓(𝑡) (𝑡 ∈ 𝐾). Πράγματι, οι αλγεβρικές ιδιότητες είναι προφα-
νείς, και

‖𝑓∗𝑓‖∞ = sup{|𝑓∗(𝑡)𝑓(𝑡)| ∶ 𝑡 ∈ 𝐾} = sup{|𝑓(𝑡)|2 ∶ 𝑡 ∈ 𝐾} = ‖𝑓‖2
∞.

Θα δείξουμε (Θεώρημα Gelfand-Naimark) ότι κάθε μεταθετική 𝐶∗ άλγεβρα με
μονάδα είναι ισομετρικά *-ισόμορφη (δηλαδή ο ισομορφισμός διατηρεί και την
ενέλιξη) με κάποιον 𝐶(Κ).
3. Η απεικόνιση 𝑓 ⟶ 𝑓∗ που ορίσαμε στο (2) δεν είναι εσωτερική πράξη στην
Α(𝔻) (αν 𝑓 ∈ Α(𝔻), η 𝑓∗ δεν είναι ολόμορφη, εκτός αν είναι σταθερή). Δηλαδή
η Α(𝔻) είναι Banach υπάλγεβρα της 𝐶(𝔻), όχι όμως 𝐶∗- υπάλγεβρα. Η απεικό-
νιση 𝑓 ⟶ 𝑓# όπου 𝑓#(𝑧) = 𝑓∗( ̄𝑧) (𝑧 ∈ 𝔻) είναι ενέλιξη στηνΑ(𝔻), και μάλι-
στα ισομετρική (γιατί;). Δεν ικανοποιεί ομως την ιδιότητα 𝐶∗. Παραδείγματος
χάριν, αν 𝑓(𝑧) = exp(𝑖𝑧), έχουμε 𝑓#(𝑧) = exp(−𝑖𝑧), άρα ‖𝑓𝑓#‖ = ‖1‖ = 1,
αλλά ‖𝑓‖ ≥ |𝑓(−𝑖)| = 𝑒, άρα ‖𝑓𝑓#‖ ≠ ‖𝑓‖2.
4. Αν Χ είναι τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff, η άλγεβρα Banach 𝐶𝑜(𝑋)
είναι 𝐶∗ -άλγεβρα ως προς την ενέλιξη 𝑓 ⟶ ̄𝑓 .
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Το ίδιο ισχύει και για τις άλγεβρες Banach ℓ∞(Γ) και 𝐿∞(Ω, 𝒮, 𝜇).
5. Έστω Η μιγαδικός χώρος Hilbert. Ξέρουμε ήδη ότι ο χώρος ℬ(Η) όλων των
γραμμικών και φραγμένων τελεστών Τ ∶ Η ⟶ Η αποτελεί άλγεβρα Banach με
πολλαπλασιασμό την σύνθεση απεικονίσεων, μονάδα τον ταυτοτικό τελεστή Ι
και νόρμα

‖Τ‖ ∶= sup{‖𝑇 𝑥‖ ∶ 𝑥 ∈ 𝐻, ‖𝑥‖ ≤ 1}.
Εκμεταλλευόμενοι την δομή του χώρου Hilbert, μπορούμε να ορίσουμε μια ενέ-
λιξη στον ℬ(Η) ως εξής:
Για κάθε Τ ∈ ℬ(Η) υπάρχει μοναδικός Τ∗ ∈ ℬ(Η) (ο συζυγής του Τ) ώστε

⟨𝑇 ∗𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩ (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻).

Πράγματι, για κάθε 𝑥 ∈ Η η απεικόνιση

𝑓𝑥 ∶ 𝑦 ⟶ ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩ ∶ 𝐻 ⟶ ℂ

είναι προφανώς γραμμική, και είναι φραγμένη γιατί

|𝑓𝑥(𝑦)| = |⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩| ≤ ‖𝑥‖.‖𝑇 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑇 ‖.‖𝑦‖.

Aπο το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz, υπάρχει μοναδικό 𝑧𝑥 ∈ Η ώστε

⟨𝑦, 𝑧𝑥⟩ = 𝑓𝑥(𝑦) = ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩

δηλαδή ⟨𝑧𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩ για κάθε 𝑦 ∈ Η. Ελέγχεται εύκολα ότι η απεικόνιση
Τ∗ ∶ Η ⟶ Η ∶ 𝑥 ⟶ 𝑧𝑥 είναι γραμμική, και η ανισότητα ‖𝑧𝑥‖ = ‖𝑓𝑥‖ ≤ ‖Τ‖.‖𝑥‖
δείχνει ότι είναι φραγμένη, δηλαδή Τ∗ ∈ ℬ(Η). Η μοναδικότητα του Τ∗ είναι
εύκολη άσκηση.
[ Σημειώνουμε ότι η έννοια του συζυγούς τελεστή συνδέεται, αλλά δεν ταυτί-
ζεται με την έννοια του δυικού τελεστή που ορίζεται σε κάθε χώρο Banach. Aν
Τ ∈ ℬ(Ε), όπου Ε χώρος Banach, ο δυικός τελεστής ανήκει στον ℬ(Ε∗) και όχι
στον ℬ(Ε). ]
Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι η απεικόνιση Τ ⟶ Τ∗ είναι ενέλιξη στον ℬ(Η).
Ελέγχουμε ότι ικανοποιεί την ιδιότητα 𝐶∗: Για κάθε 𝑥 ∈ Η,

‖𝑇 𝑥‖2 = ⟨𝑇 𝑥, 𝑇 𝑥⟩ = ⟨𝑇 ∗𝑇 𝑥, 𝑥⟩ ≤ ‖𝑇 ∗𝑇 𝑥‖.‖𝑥‖ ≤ ‖𝑇 ∗𝑇 ‖.‖𝑥‖2,

επομένως ‖𝑇 ‖2 ≤ ‖𝑇 ∗𝑇 ‖ για κάθε Τ ∈ ℬ(Η). Οπως έχουμε ήδη παρατηρήσει,
η ανισότητα αυτή συνεπάγεται την ισότητα ‖𝑇 ‖2 = ‖𝑇 ∗𝑇 ‖ για κάθε Τ ∈ ℬ(Η).
Συμπέρασμα: Η άλγεβρα ℬ(Η) είναι (εν γένει μη μεταθετική) 𝐶∗ άλγεβρα με
μονάδα.
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Κάθε ‖.‖-κλειστή *-υπάλγεβρα 𝒜 του ℬ(Η) (δηλαδή τέτοια ώστε Τ ∈ 𝒜 ⟹
Τ∗ ∈ 𝒜) είναι, φυσικά,𝐶∗ άλγεβρα. Το αξιοσημείωτο (που δεν θα αποδείξουμε
εδώ) είναι ότι ισχύει το αντίστροφο:

Θεώρημα 11.2 (Gelfand - Naimark) Κάθε 𝐶∗ άλγεβρα (μεταθετική ή όχι) εί-
ναι ισομετρικά *-ισόμορφη με μια ‖ ⋅ ‖-κλειστή *-υπάλγεβρα κάποιου ℬ(Η).

11.1.2 Η Μοναδοποίηση

Θα δείξουμε ότι κάθε 𝐶∗ άλγεβρα χωρίς μονάδα εμφυτεύεται ισομετρικά ως
μεγιστικό ιδεώδες σε μια 𝐶∗ άλγεβρα με μονάδα.
Έστω (𝒜, ‖ ⋅ ‖) μια 𝐶∗ -άλγεβρα χωρίς μονάδα (δεν υποθέτω ότι η 𝒜 είναι
μεταθετική). Είναι εύκολο να ελέγξει κανείς ότι η μοναδοποιημένη άλγεβρα
𝒜1 ∶= 𝒜 ⊕ ℂ εφοδιάζεται με την ενέλιξη (𝑥, 𝜆)∗ = 𝑥∗ + �̄� ((𝑥, 𝜆) ∈ 𝒜1).
Ξέρουμε ότι η𝒜1 γίνεται άλγεβρα Banach αν εφοδιασθεί με την νόρμα ‖⋅‖1 όπου
‖(𝑥, 𝜆)‖1 = ‖𝑥‖ + |𝜆| (𝑥 ∈ 𝒜, 𝜆 ∈ ℂ). Η ‖ ⋅ ‖1 δεν ικανοποιεί²² την ιδιότητα
𝐶∗. Υπάρχει όμως μία (ισοδύναμη) νόρμα στην 𝒜1 ως προς την οποία γίνεται
𝐶∗ άλγεβρα. Η νόρμα αυτή είναι η ‖ ⋅ ‖𝜋 όπου 𝜋 είναι η κανονική αριστερή
παράσταση της 𝒜 στον χώρο Banach 𝒜, δηλαδή 𝜋(𝑥)𝑦 = 𝑥𝑦 (βλ. Πρόταση
3.3). Επειδή η 𝒜 είναι 𝐶∗ άλγεβρα, η 𝜋 είναι ισομετρική: πράγματι, για κάθε
𝑥 ∈ 𝒜,

‖𝑥‖2 = ‖𝑥𝑥∗‖ = ‖𝜋(𝑥)(𝑥∗)‖ ≤ ‖𝜋(𝑥)‖.‖𝑥∗‖ = ‖𝜋(𝑥)‖.‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑥‖

άρα ‖𝜋(𝑥)‖ = ‖𝑥‖. Επομένως, όπως παρατηρήσαμε στην παράγραφο 3.2, αν
ορίσουμε τη νόρμα

‖(𝑥, 𝜆)‖𝜋 ∶= ‖𝜋(𝑥) + 𝜆Ι‖ = sup{‖𝑥𝑦 + 𝜆𝑦‖ ∶ 𝑦 ∈ 𝒜, ‖𝑦‖ ≤ 1}

η (𝒜, ‖ ⋅ ‖𝜋) γίνεται άλγεβρα Banach με μονάδα.
Ισχυρισμός Με τον ορισμό (𝑥, 𝜆)∗ = 𝑥∗ + �̄�, η (𝒜1, ‖ ⋅ ‖𝜋) είναι 𝐶∗-άλγεβρα.
Απόδειξη Το μόνο που μένει να ελεγχθεί είναι η ιδιότητα 𝐶∗:
Έστω 𝑎 = (𝑥, 𝜆) ∈ 𝒜1. Για κάθε 𝑦 ∈ 𝒜 με ‖𝑦‖ ≤ 1 θεωρούμε το στοιχείο

(𝑦, 0)∗(𝑥, 𝜆)∗(𝑥, 𝜆)(𝑦, 0) = ((𝑥, 𝜆)(𝑦, 0))∗((𝑥, 𝜆)(𝑦, 0))
= ((𝑥𝑦 + 𝜆𝑦)∗(𝑥𝑦 + 𝜆𝑦), 0) = (𝑧∗𝑧, 0) ∈ 𝒜1

²²Αν παραδείγματος χάριν 𝑥 = 𝑥∗ ∈ 𝒜 τότε ‖(𝑥, 𝑖)∗(𝑥, 𝑖)‖1 = ‖𝑥‖2 + 1 ενώ ‖(𝑥, 𝑖)‖2
1 =

(‖𝑥‖ + 1)2.
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όπου το 𝑧 = 𝑥𝑦 + 𝜆𝑦 ανήκει στην 𝒜 (που ικανοποιεί την ιδιότητα 𝐶∗), άρα
‖𝑧‖2 = ‖𝑧∗𝑧‖. Αλλά ‖𝑧∗𝑧‖ = ‖𝜋(𝑧∗𝑧)‖ = ‖(𝑧∗𝑧, 0)‖𝜋. Έχω λοιπόν

‖𝑥𝑦 + 𝜆𝑦‖2 = ‖𝑧‖2 = ‖𝑧∗𝑧‖ = ‖(𝑧∗𝑧, 0)‖𝜋 = ‖(𝑦, 0)∗(𝑥, 𝜆)∗(𝑥, 𝜆)(𝑦, 0)‖𝜋
≤ ‖(𝑦, 0)‖𝜋‖𝑎∗𝑎‖𝜋‖(𝑦, 0)‖𝜋 ≤ ‖𝑎∗𝑎‖𝜋 .

Επομένως

‖𝑎‖2
𝜋 = sup{‖𝑥𝑦 + 𝜆𝑦‖2 ∶ 𝑦 ∈ 𝒜, ‖𝑦‖ ≤ 1} ≤ ‖𝑎∗𝑎‖𝜋

και επομένως ισχύει ισότητα (Παρατήρηση 11.1). 2

11.2 Το Θεώρημα Gelfand-Naimark

Θεώρημα 11.3 Αν 𝒜 είναι μεταθετική 𝐶∗-άλγεβρα με μονάδα, τότε ο μετα-
σχηματισμός Gelfand 𝒢 ∶ 𝒜 ⟶ 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗) είναι ισομετρία επί και διατηρεί
την ενέλιξη, δηλαδή (𝒢𝑥)∗ = 𝒢(𝑥∗) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜.

Χωρίζουμε την απόδειξη σε μερικά λήμματα:

Λήμμα 11.4 (i) Αν 𝑥 ∈ 𝒜 και 𝑥 = 𝑥∗, τότε 𝜙(𝑥) ∈ ℝ για κάθε 𝜙 ∈ ℳ(𝒜).
(ii) Για κάθε 𝑦 ∈ 𝒜 και 𝜙 ∈ ℳ(𝒜), ισχύει 𝜙(𝑦∗) = 𝜙(𝑦).

Απόδειξη (i) Θυμίζω ότι ‖𝜙‖ = 𝜙(1) = 1. Έστω 𝑛 ∈ ℤ και 𝑦 = 𝑥 + 𝑖𝑛1. Θέτω
𝜙(𝑥) = 𝛼 + 𝑖𝛽 με 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. Τότε 𝜙(𝑦) = 𝜙(𝑥) + 𝑖𝑛𝜙(𝟏) = 𝛼 + 𝑖(𝛽 + 𝑛), οπότε

𝛼2 + (𝛽 + 𝑛)2 = |𝜙(𝑦)|2 ≤ ‖𝑦‖2 = ‖𝑦∗𝑦‖ = ‖(𝑥 − 𝑖𝑛1)(𝑥 + 𝑖𝑛1)‖
= ‖𝑥2 + 𝑛21‖ ≤ ‖𝑥‖2 + 𝑛2

άρα 𝛼2 + 𝛽2 + 2𝛽𝑛 ≤ ‖𝑥‖2 για κάθε 𝑛 ∈ ℤ, πράγμα που δεν μπορεί να συμβεί
παρά μόνον αν 𝛽 = 0, δηλαδή 𝜙(𝑥) ∈ ℝ.
(ii) Κάθε 𝑦 ∈ 𝒜 γράφεται μοναδικά 𝑦 = 𝑦1 + 𝑖𝑦2 με 𝑦∗

𝑖 = 𝑦𝑖 (όπου 𝑦1 =
(𝑦 + 𝑦∗)/2, 𝑦2 = (𝑦 − 𝑦∗)/2𝑖). Από το (i) έχουμε 𝜙(𝑦𝑖) ∈ ℝ. Συνεπώς

𝜙(𝑦∗) = 𝜙(𝑦1 − 𝑖𝑦2) = 𝜙(𝑦1) − 𝑖𝜙(𝑦2) = 𝜙(𝑦1) + 𝑖𝜙(𝑦2) = 𝜙(𝑦). 2

Παρατήρηση Στην απόδειξη του Λήμματος, οι μόνες ιδιότητες του 𝜙 που χρη-
σιμοποιήθηκαν είναι ότι 𝜙(1) = 1 και ότι ‖𝜙‖ = 1. Επομένως το συμπέρασμα
του Λήμματος ισχύει για κάθε γραμμική απεικόνιση 𝜙 ∶ 𝒜 ⟶ ℂ που έχει αυ-
τές τις δύο ιδιότητες. Μάλιστα, είναι φανερό ότι αρκεί η ιδιότητα ‖𝜙‖ = 𝜙(1).
Παρατήρησε επίσης ότι η μεταθετικότητα της 𝐶∗ άλγεβρας 𝒜 δεν χρησιμοποι-
ήθηκε.
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Λήμμα 11.5 Για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 ισχύει ‖𝑥‖ = 𝜌(𝑥).

Απόδειξη Από την ιδιότητα 𝐶∗ έχουμε

‖𝑥‖4 = ‖𝑥∗𝑥‖2 = ‖(𝑥∗𝑥)∗(𝑥∗𝑥)‖ = ‖(𝑥∗𝑥)2‖.

Αλλά η 𝒜 είναι μεταθετική, άρα (𝑥∗𝑥)2 = 𝑥∗𝑥𝑥∗𝑥 = 𝑥∗𝑥∗𝑥𝑥 = (𝑥2)∗𝑥2, επο-
μένως

‖𝑥‖4 = ‖(𝑥2)∗𝑥2‖ = ‖𝑥2‖2.
Mε επαγωγή βρίσκουμε, για κάθε 𝑛 ∈ ℕ, ‖𝑥‖2𝑛 = ‖𝑥2𝑛‖. Αρα

𝜌(𝑥) = lim
𝑚

‖𝑥𝑚‖1/𝑚 = lim
𝑛

‖𝑥2𝑛‖1/2𝑛 = ‖𝑥‖. 2

Απόδειξη του Θεωρήματος 11.3Από το Λήμμα 11.4 προκύπτει ότι ο μετασχη-
ματισμός Gelfand διατηρεί την ενέλιξη: Πράγματι, αν 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε

𝒢(𝑥∗)(𝜑) = 𝜑(𝑥∗) = 𝜑(𝑥) = 𝒢(𝑥)(𝜑) = (𝒢𝑥)∗(𝜑)

για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), άρα 𝒢(𝑥∗) = (𝒢𝑥)∗.
Από το Λήμμα 11.5 έχουμε ότι

‖ ̂𝑥‖∞ = 𝜌(𝑥) = ‖𝑥‖

για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜. Επομένως ο μετασχηματισμός Gelfand είναι ισομετρία της
𝒜 επί της εικόνας του 𝒜, η οποία, συνεπώς, είναι ‖ ⋅ ‖∞-κλειστή υπάλγεβρα
της 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗). Η 𝒜 περιέχει τις σταθερές συναρτήσεις. Επίσης, χωρίζει
τα σημεία του ℳ(𝒜): πράγματι αν 𝜑, 𝜓 ∈ ℳ(𝒜) και ̂𝑥(𝜑) = ̂𝑥(𝜓), δηλαδή
𝜑(𝑥) = 𝜓(𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜, τότε 𝜑 = 𝜓. Τέλος, αν 𝑓 = ̂𝑥 ∈ 𝒜, τότε η
𝑓∗ = 𝒢(𝑥∗) ανήκει επίσης στην 𝒜.
Δηλαδή η 𝒜 ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος Stone - Weierstrass (μι-
γαδική μορφή) και επομένως ισούται με την 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗). 2

Παρατήρηση 11.6 Από το θεώρημα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι οι άλ-
γεβρες Banach 𝐴(𝔻) και ℓ1(ℤ) δεν είναι C*-άλγεβρες. Για την ακρίβεια, δεν
υπάρχουν ενελίξεις στις άλγεβρες αυτές με τις οποίες να γίνονται C*-άλγεβρες.
Γιατί αν πχ. η𝐴(𝔻) ήταν C*-άλγεβρα, τότε ο μετασχηματισμόςGelfand θα ήταν
ισομορφισμός επί της άλγεβρας 𝐶(𝐾), όπου 𝐾 ο χώρος των χαρακτήρων της
𝐴(𝔻). Όμως έχουμε δείξει (Παράγραφος 10.3) ότι ο μετασχηματισμός Gelfand
για την 𝐴(𝔻) δεν είναι επί. Το ίδιο και για την άλγεβρα ℓ1(ℤ).
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Πρόταση 11.7 Αν 𝒜1, 𝒜2 είναι μεταθετικές C*-άλγεβρες με μονάδα, τα ακό-
λουθα είναι ισοδύναμα

1. Οι C*-άλγεβρες 𝒜1 και 𝒜2 είναι ισομετρικά *-ισόμορφες.

2. Οι άλγεβρες 𝒜1 και 𝒜2 είναι αλγεβρικά ισόμορφες.

3. Οι τοπολογικοί χώροι ℳ(𝒜1) και ℳ(𝒜2) είναι ομοιομορφικοί.

Απόδειξη (1) ⇒ (2) Προφανές.

(2) ⇒ (3) Έστω 𝑇 ∶ 𝒜1 → 𝒜2 αλγεβρικός ισομορφισμός.
Για κάθε 𝜓 ∈ ℳ(𝒜2), θεωρούμε την απεικόνιση

𝜓 ∘ 𝑇 ∶ 𝒜1 → 𝒜2 → ℂ.

Είναι σύνθεση μορφισμών, άρα μορφισμός, και δεν μηδενίζεται, γιατί
𝜓(𝑇 (𝟏)) = 𝜓(𝟏) = 1. Δηλαδή 𝜓∘𝑇 ∈ ℳ(𝒜2). Ορίζεται λοιπόν μια απεικόνιση

𝜔 ∶ ℳ(𝒜2) → ℳ(𝒜1) ∶ 𝜓 → 𝜓 ∘ 𝑇 .

Η 𝜔 είναι 1-1, γιατί αν 𝜓 ∘ 𝑇 = 𝜓1 ∘ 𝑇 τότε 𝜓 = 𝜓1 αφού η 𝑇 είναι 1-1.
Η 𝜔 είναι επί, γιατί για κάθε 𝜙 ∈ ℳ(𝒜1), αν𝜓 = 𝜙∘𝑇 −1, ο𝜓 είναι χαρακτήρας
της 𝒜2 και 𝜔(𝜓) = 𝜙 .
Τέλος η 𝜔 είναι συνεχής ως προς τις ασθενείς-* τοπολογίες, γιατί αν 𝜓𝑖, 𝜓 ∈
ℳ(𝒜2) και 𝜓𝑖

𝑤∗→ 𝜓, δηλαδή 𝜓𝑖(𝑏)→𝜓(𝑏) για κάθε 𝑏 ∈ 𝒜2, τότε για κάθε
𝑎 ∈ 𝒜1 έχουμε

𝜔(𝜓𝑖)(𝑎) = 𝜓𝑖(𝑇 (𝑎)) → 𝜓(𝑇 (𝑎)) = 𝜔(𝜓)(𝑎) ,

δηλαδή 𝜔(𝜓𝑖)
𝑤∗→ 𝜔(𝜓). Με τον ίδο τρόπο φαίνεται ότι και η 𝜔−1 είναι συνεχής.

(3) ⇒ (1) Υποθέτουμε ότι υπάρχει ομοιομορφισμός

𝛾 ∶ 𝐾2 ∶= ℳ(𝒜2) → ℳ(𝒜1) ∶= 𝐾1 .

Τότε για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾1) η συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝛾 ∶ 𝐾2 → ℂ είναι συνεχής (σύνθεση
συνεχών συναρτήσεων). Έτσι ορίζεται μια απεικόνιση

𝑇1 ∶ 𝐶(𝐾1) → 𝐶(𝐾2) ∶ 𝑓 → 𝑓 ∘ 𝛾 .

Ελέγχεται εύκολα ότι η απεικόνιση αυτή είναι 1-1 και επί, με αντίστροφη την
𝑔 → 𝑔 ∘ 𝛾−1.
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Είναι επίσης άμεσο ότι η 𝑇1 διατηρεί το άθροισμα το γινόμενο και την ενέλιξη:
(𝑓1 + 𝑓2) ∘ 𝛾 = 𝑓1 ∘ 𝛾 + 𝑓2 ∘ 𝛾, (𝑓1 ⋅ 𝑓2) ∘ 𝛾 = (𝑓1 ∘ 𝛾) ⋅ (𝑓2 ∘ 𝛾), 𝑓 ∘ 𝛾 = 𝑓 ∘ 𝛾 .
Τέλος, η 𝑇1 διατηρεί και τη νόρμα:

‖𝑇1(𝑓)‖ = sup{𝑓(𝛾(𝑡)) ∶ 𝑡 ∈ 𝐾2} = sup{𝑓(𝑠) ∶ 𝑠 ∈ 𝐾1} = ‖𝑓‖

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι η 𝛾 απεικονίζει τον 𝐾2 επί του 𝐾1.
Δηλαδή, η 𝑇1 είναι ένας ισομετρικός *-ισομορφισμός από την 𝐶(𝐾1) επί της
𝐶(𝐾2).
Όμως, από τo θεώρημα Gelfand-Naimark ξέρουμε ότι, για 𝑖 = 1, 2, ο μετασχη-
ματισμόςGelfand𝒢𝑖 απεικονίζει την μεταθετικήC*-άλγεβρα𝒜𝑖 ισομετρικά και
*-ισομορφικά επί της 𝐶(𝐾𝑖). Επομένως η σύνθεση

𝑇 ∶ 𝒜1
𝒢1→ 𝐶(𝐾1)

𝑇1→ 𝐶(𝐾2)
𝒢−1

2→ 𝒜2

είναι ένας ισομετρικός *-ισομορφισμός από την 𝒜1 επί της 𝒜2.

11.3 Μεταθετικές 𝐶∗-άλγεβρες χωρίς μονάδα

Αν𝒜 είναι μεταθετική𝐶∗-άλγεβρα χωρίς μονάδα, η μοναδοποίηση της,𝒜1, με
την νόρμα που ορίσθηκε στην 11.1.2, είναι μεταθετική𝐶∗ -άλγεβρα με μονάδα,
επομένως ο μετασχηματισμόςGelfand 𝑎 ⟶ ̂𝑎 είναι ισομετρικός *-ισομορφισμός
της 𝒜1 επί της 𝐶(Κ1), όπου Κ1 το σύνολο ℳ(𝒜1) των χαρακτήρων της 𝒜1 με
την ασθενή-* τοπολογία.
Παρατήρησε ότι η𝒜 είναι μεγιστικό ιδεώδες της𝒜1, επομένως (Θεώρημα 10.7)
υπάρχει μοναδικό 𝜙∞ ∈ Κ1 ώστε ker𝜙∞ = 𝒜. Κάθε άλλος χαρακτήρας της
𝒜1, περιοριζόμενος στην 𝒜, ορίζει έναν χαρακτήρα της 𝒜. Αντίστροφα κάθε
χαρακτήρας 𝜙 της 𝒜 επεκτείνεται μοναδικά σε έναν χαρακτήρα ̃𝜙 της 𝒜1 θέ-
τοντας ̃𝜙(𝑥, 𝜆) ∶= 𝜙(𝑥) + 𝜆. Δηλαδή αν ονομάσουμε 𝐾𝑜 ⊆ 𝐾1 το σύνολο των
χαρακτήρων της 𝒜1 που δεν μηδενίζουν την 𝒜, έχουμε 𝐾1 = 𝐾𝑜 ∪ {𝜙∞} και
𝐾𝑜 = { ̃𝜙 ∶ 𝜙 ∈ ℳ(𝒜)}.
Ισχυρισμός Αν 𝐾 είναι ο τοπολογικός χώρος (ℳ(𝒜), 𝑤∗), τότε ο 𝐾 είναι
ομοιομορφικός με τον 𝐾𝑜.

Πράγματι, αν 𝜙𝑖, 𝜙 ∈ 𝐾 τότε 𝜙𝑖(𝑥) ⟶ 𝜙(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 αν και μόνον αν
̃𝜙𝑖(𝑥, 𝜆) ⟶ ̃𝜙(𝑥, 𝜆) για κάθε (𝑥, 𝜆) ∈ 𝒜1. Άρα η απεικόνιση 𝜙 → ̃𝜙 ∶ 𝐾 → 𝐾𝑜

είναι ομοιομορφισμός.
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Παρατήρησε ότι για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 και 𝜙 ∈ 𝐾 ισχύει ̃𝜙(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥). Επομέ-
νως, αν ταυτίσουμε τους χώρους 𝐾 και 𝐾𝑜 (μέσω της απεικόνισης 𝜙 → ̃𝜙), ο
μετασχηματισμός Gelfand 𝑥 → ̂𝑥 του 𝑥 (ως προς την 𝒜) δεν είναι παρά ο πε-
ριορισμός του μετασχηματισμού Gelfand (𝑥, 0) → (̂𝑥, 0) (ως προς την 𝒜1) στον
𝐾𝑜, δηλαδή

(̂𝑥, 0)( ̃𝜙) = ̂𝑥(𝜙) 𝜙 ∈ 𝐾.
Είναι φανερό ότι οι συναρτήσεις (̂𝑥, 0) με 𝑥 ∈ 𝒜 είναι ακριβώς εκείνες οι συ-
ναρτήσεις 𝑓 ∈ 𝐶(Κ1) με την ιδιότητα 𝑓(𝜙∞) = 0. Πράγματι κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(Κ1)
είναι της μορφής 𝑓 = ̂𝑎 για ένα (μοναδικό) 𝑎 ∈ 𝒜1, και ισχύει ̂𝑎(𝜙∞) = 0 αν
και μόνον αν 𝜙∞(𝑎) = 0, δηλαδή αν και μόνον 𝑎 ∈ 𝒜.
Επομένως η 𝒜 είναι ισομετρική και *-ισομορφική με την 𝐶∗-άλγεβρα
{𝑓 ∈ 𝐶(Κ1) ∶ 𝑓(𝜙∞) = 0}.
Αλλά η απεικόνιση 𝑓 → 𝑓|𝐾𝑜

είναι ισομετρικός ισομορφισμός της
{𝑓 ∈ 𝐶(𝐾1) ∶ 𝑓(𝜙∞) = 0} επί της 𝐶𝑜(𝐾𝑜).
Πράγματι: αν μία 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾1) μηδενίζεται στο σημείο 𝜙∞ τότε (αφού είναι
συνεχής στο𝜙∞) για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει ανοικτή περιοχή𝑈 ⊆ 𝐾1 του𝜙∞ ώστε
|𝑓(𝜓)| < 𝜀 για κάθε 𝜓 ∈ 𝑈 . Θέτοντας Ω = 𝑈𝑐, που είναι συμπαγές υποσύνολο
του 𝐾𝑜, βλέπουμε ότι 𝑓|𝐾𝑜

∈ 𝐶𝑜(𝐾𝑜) (και φυσικά ‖𝑓‖∞ = ‖𝑓|𝐾𝑜
‖∞).

Αντίστροφα, κάθε 𝑔 ∈ 𝐶𝑜(𝐾𝑜) επεκτείνεται στο 𝐾1 θέτοντας 𝑔(𝜑∞) = 0, και
η επέκταση είναι συνεχής στο 𝜑∞, γιατί για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝐾𝜀 ⊆ 𝐾𝑜
συμπαγές ώστε |𝑔(𝜓)| < 𝜀 για κάθε 𝜓 ∉ 𝐾𝜀 (αφού 𝑔 ∈ 𝐶𝑜(𝐾𝑜)), δηλαδή
υπάρχει ανοικτή περιοχή 𝑈 = (𝐾𝜀)𝑐 του 𝜑∞ όπου |𝑔(𝜓)| < 𝜀.
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε το

Θεώρημα 11.8 Αν 𝒜 μεταθετική 𝐶∗-άλγεβρα, ο μετασχηματισμός Gelfand εί-
ναι ισομετρικός *-ισομορφισμός της𝒜 επί της𝐶𝑜(ℳ(𝒜), 𝑤∗). H𝒜 έχει μονάδα
αν και μόνον αν ο ℳ(𝒜) είναι 𝑤∗-συμπαγής.

Απόδειξη Αν η 𝒜 δεν έχει μονάδα, τότε, οπως δείξαμε παραπάνω, είναι ισο-
μετρικά *-ισόμορφη με την 𝐶𝑜(ℳ(𝒜), 𝑤∗). Επεται ότι ο ℳ(𝒜) δεν είναι 𝑤∗-
συμπαγής γιατί αν ήταν, η σταθερή συνάρτηση 1 θαανήκε στην𝐶𝑜(ℳ(𝒜), 𝑤∗),
άρα η 𝒜 θα είχε μονάδα. Αν πάλι η 𝒜 έχει μονάδα, τότε ο ℳ(𝒜) είναι συμπα-
γής, άρα 𝐶𝑜(ℳ(𝒜)) = 𝐶(ℳ(𝒜)) και το αποτέλεσμα έπεται από το 11.3. 2
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11.4 Ο συναρτησιακός λογισμός για συνεχείς συναρτήσεις

Εγκαταλείπουμε τώρα τις μεταθετικές 𝐶∗ άλγεβρες, και ενδιαφερόμαστε να
εφαρμόσουμε τα προηγούμενα αποτελέσματα σε τυχαίες 𝐶∗ άλγεβρες.
Έστω 𝒜 μια 𝐶∗ άλγεβρα με μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜. Αν 𝑝 είναι πολυώνυμο, η απει-
κόνιση 𝑝 ⟶ 𝑝(𝑥) είναι μορφισμός από την άλγεβρα των πολυωνύμων στην
𝒜. Με άλλα λόγια (δοθέντος του 𝑥 ∈ 𝒜) είναι ένας “κανόνας υπολογισμού”
(calculus) του στοιχείου 𝑝(𝑥) ∈ 𝒜 συναρτήσει του 𝑝. Η Θεωρία Gelfand επιτρέ-
πει, οπως θα δούμε, να επεκτείνουμε αυτόν τον κανόνα υπολογισμού από τα
πολυώνυμα σε κάποιες συνεχείς συναρτήσεις που προσεγγίζονται από πολυώ-
νυμα²³. Οι συναρτήσεις αυτές θα έχουν πεδίο ορισμού το φάσμα του στοιχείου
𝑥. Για να εφαρμόσουμε εδώ την μεταθετική θεωρία, είναι αναγκαίο να δείξουμε
ότι, σε 𝐶∗ άλγεβρες, το φάσμα δεν εξαρτάται από την άλγεβρα:

Λήμμα 11.9 Αν 𝒜 είναι 𝐶∗ άλγεβρα με μονάδα 1 και ℬ είναι 𝐶∗-υπάλγεβρα
της 𝒜 με 1 ∈ ℬ, τότε για κάθε 𝑥 ∈ ℬ ισχύει 𝜎𝒜(𝑥) = 𝜎ℬ(𝑥).

Απόδειξη Αρκεί (γιατί;) να δείξουμε ότι αν το 𝑥 ∈ ℬ έχει αντίστροφο 𝑥−1 στην
𝒜, τότε το 𝑥−1 είναι στοιχείο της ℬ.
Υποθέτουμε πρώτα ότι 𝑥 = 𝑥∗, και ονομάζουμε 𝐶 = 𝐶∗(𝑥) την μικρότερη
𝐶∗ υπάλγεβρα της 𝒜 που περιέχει το 𝑥 και την 1 (είναι η κλειστή θήκη του
συνόλου των πολυωνύμων του 𝑥). Είναι φανερό ότι 𝐶 ⊆ ℬ, και ότι η 𝐶 είναι
μεταθετική 𝐶∗ άλγεβρα. Θα δείξω ότι το 𝑥 είναι αντιστρέψιμο στοιχείο της
𝐶. Από το Λήμμα 11.4 γνωρίζουμε ότι 𝜑(𝑥) ∈ ℝ για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝐶), άρα
𝜎𝐶(𝑥) = {𝜑(𝑥) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝐶)} ⊆ ℝ. Συνεπώς, για κάθε 𝑛 ∈ ℕ, το στοιχείο
𝑥𝑛 ∶= 𝑥 − 𝑖

𝑛1 είναι αντιστρέψιμο στην 𝐶, άρα και στην 𝒜. Επειδή lim𝑛 𝑥𝑛 = 𝑥
και η πράξη 𝑦 → 𝑦−1 είναι συνεχής στο σύνολο Inv(𝒜), η ακολουθία ((𝑥𝑛)−1)𝑛
είναι βασική και αποτελείται από στοιχεία της 𝐶. Επομένως και το όριό της,
𝑥−1, θα ανήκει στην 𝐶 και άρα στην ℬ.
Για την γενική περίπτωση θέτω 𝑦 = 𝑥∗𝑥 και παρατηρώ ότι, αφού το 𝑥 είναι
αντιστρέψιμο στην𝒜, το ίδιο ισχύει για το 𝑦 (γιατί𝑥−1(𝑥−1)∗.𝑦 = 𝑦.𝑥−1(𝑥−1)∗ =
1). Από την προηγούμενη παράγραφο, το 𝑦−1 ανήκει στηνℬ. Επειδή 1 = 𝑦−1(𝑥∗𝑥) =
(𝑦−1𝑥∗)𝑥, η μοναδικότητα του αντιστρόφου δείχνει τώρα ότι 𝑥−1 = 𝑦−1𝑥∗, που
ανήκει στην ℬ. 2

Πόρισμα 11.10 Έστω 𝒜 μια 𝐶∗-άλγεβρα.

²³Η επέκταση αυτή δεν προϋποθέτει τον συναρτησιακό λογισμό για ολόμορφες συναρτήσεις.
Θα συγκρίνουμε τους δύο λογισμούς στο τέλος της παραγράφου.
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(i) Αν 𝑥 ∈ 𝒜 είναι φυσιολογικό (normal) (δηλ. αν 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗) τότε ‖𝑥‖ = 𝜌(𝑥).
(ii) Αν 𝑥 ∈ 𝒜 είναι αυτοσυζυγές (δηλαδή αν 𝑥 = 𝑥∗), τότε 𝜎(𝑥) ⊆ ℝ.

Απόδειξη Περνώντας εν ανάγκη στην μοναδοποίηση, μπορώ να υποθέσω ότι
η 𝒜 έχει μονάδα. Αν 𝑥 ∈ 𝒜 είναι φυσιολογικό, η 𝐶∗-υπάλγεβρα 𝐶 = 𝐶∗(𝑥)
που παράγεται από το 𝑥 είναι μεταθετική, άρα ‖𝑥‖ = 𝜌(𝑥) από το Λήμμα 11.5.
Το (ii) είναι άμεσο από το προηγούμενο Λήμμα και την απόδειξή του. 2

Παρατήρηση Η σχέση ‖𝑥‖ = 𝜌(𝑥) δεν ισχύει βέβαια εν γένει για τυχαία
στοιχεία μιάς (μη μεταθετικής) 𝐶∗ άλγεβρας (π.χ. μπορεί 𝑥2 = 0). Παρόλα
αυτά, από το Λήμμα έπεται ότι σε μια 𝐶∗ άλγεβρα 𝒜 η νόρμα καθορίζεται μο-
ναδικά από την αλγεβρική δομή της 𝒜. Πράγματι, για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε
‖𝑥‖2 = ‖𝑥∗𝑥‖ = 𝜌(𝑥∗𝑥):

‖𝑥‖2 = sup{|𝜆| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥∗𝑥)} .

Δηλαδή η ‖𝑥‖2 ισούται με το supremum των απολύτων τιμών των στοιχείων του
φάσματος 𝜎(𝑥∗𝑥), που είναι ένα καθαρά αλγεβρικό αντικείμενο. Από την πα-
ρατήρηση αυτή συμπεραίνουμε ότι οι απεικονίσεις μεταξύ 𝐶∗ αλγεβρών που
διατηρούν την αλγεβρική δομή είναι αυτομάτως συνεχείς. Συγκεκριμένα

Πρόταση 11.11 (Αυτόματη συνέχεια μορφισμών) Αν𝒜,ℬ είναι𝐶∗ άλγεβρες
με μονάδα²⁴ και 𝜙 ∶ 𝒜 ⟶ ℬ είναι *-μορφισμός, τότε ο 𝜙 είναι συνεχής και
μάλιστα ‖𝜙‖ ≤ 1. Αν ο 𝜙 είναι *-ισομορφισμός (δηλ. 1-1 και επί), τότε είναι
ισομετρία.

Απόδειξη Παρατηρώ ότι το 𝜙(1) είναι μονάδα της *-άλγεβρας 𝜙(𝒜), άρα και
της κλειστής της θήκης, έστω 𝒞. Επομένως, περιοριζόμενος εν ανάγκη στην𝐶∗

άλγεβρα 𝒞, μπορώ να υποθέσω ότι 𝜙(1) = 1. Παρατήρησε ότι 𝜎(𝜙(𝑦)) ⊆ 𝜎(𝑦)
(αν 𝜆1 − 𝑦 ∈ Inv(𝒜), τότε 𝜆1 − 𝜙(𝑦) = 𝜙(𝜆1 − 𝑦) ∈ Inv(𝒞)) για κάθε 𝑦 ∈ 𝒜.
Επομένως για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε 𝜌(𝜙(𝑥∗𝑥)) ≤ 𝜌(𝑥∗𝑥), άρα

‖𝜙(𝑥)‖2 =‖𝜙(𝑥)∗𝜙(𝑥)‖=𝜌(𝜙(𝑥)∗𝜙(𝑥))=𝜌(𝜙(𝑥∗𝑥))≤𝜌(𝑥∗𝑥)=‖𝑥∗𝑥‖=‖𝑥‖2 ,

δηλαδή ‖𝜙(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖. Αν ο 𝜙 είναι *-ισομορφισμός, τότε εφαρμόζοντας τα
προηγούμενα στον 𝜙 και στον 𝜙−1, βρίσκουμε

‖𝜙(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖ = ‖𝜙−1(𝜙(𝑥))‖ ≤ ‖𝜙(𝑥)‖

άρα ‖𝜙(𝑥)‖ = ‖𝑥‖. 2

²⁴το ίδιο αποτέλεσμα ισχύει και για 𝐶∗ άλγεβρες χωρίς μονάδα
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Πρόταση 11.12 (Μοναδικότητα της νόρμας) Αν 𝒜 είναι μία άλγεβρα με ενέ-
λιξη, τότε ορίζεται το πολύ μία νόρμα στην 𝒜 ως προς την οποία είναι 𝐶∗

άλγεβρα.

Προχωρούμε τώρα στην κατασκευή του συναρτησιακού λογισμού. Θα χρεια-
σθεί ένα Λήμμα.

Λήμμα 11.13 Έστω 𝒜 μια 𝐶∗ άλγεβρα με μονάδα 1 και 𝑥 ∈ 𝒜 με 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗.
Αν 𝒞 = 𝐶∗(𝑥) είναι η 𝐶∗-υπάλγεβρα της 𝒜 που παράγεται από το 𝑥 και την 1,
τότε ο χώρος ℳ(𝒞) των χαρακτήρων της 𝒞 είναι ομοιομορφικός με το φάσμα
𝜎(𝑥) του 𝑥.

Απόδειξη H απεικόνιση

̂𝑥 ∶ ℳ(𝒞) → ℂ ∶ 𝜙 → 𝜙(𝑥)

είναι συνεχής (από τον ορισμό της τοπολογίας του χώρουℳ(𝒞). Επειδή 𝜎(𝑥) =
𝜎𝒞(𝑎) = {𝜙(𝑥) ∶ 𝜙 ∈ ℳ(𝒞)}, η ̂𝑥 απεικονίζει τον (συμπαγή Hausdorff) χώρο
ℳ(𝒞) επί του 𝜎(𝑥).
Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι είναι 1-1. Έστω 𝜙, 𝜓 ∈ ℳ(𝒞) με ̂𝑥(𝜙) = ̂𝑥(𝜓),
δηλαδή 𝜙(𝑥) = 𝜓(𝑥). Τότε 𝜙(𝑥𝑛) = 𝜓(𝑥𝑛) για κάθε 𝑛 ∈ ℕ. Αλλά από το Λήμμα
11.4 έχουμε 𝜙(𝑥∗) = 𝜙(𝑥) = 𝜓(𝑥) = 𝜓(𝑥∗). Επομένως 𝜙(𝑥∗𝑚) = 𝜓(𝑥∗𝑚) για
κάθε 𝑚 ∈ ℕ και άρα 𝜙(𝑥𝑛𝑥∗𝑚) = 𝜓(𝑥𝑛𝑥∗𝑚) για κάθε 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ. Όμως η 𝒞
είναι η κλειστή γραμμική θήκη του συνόλου {𝑥𝑛𝑥∗𝑚 ∶ 𝑛, 𝑚 = 0, 1, 2, …} και οι
𝜙 και 𝜓 είναι συνεχείς. Έπεται λοιπόν ότι 𝜙 = 𝜓. 2

Θεώρημα 11.14 (Συναρτησιακός λογισμός) Έστω 𝒜 μια 𝐶∗ άλγεβρα με μο-
νάδα 1 και 𝑥 ∈ 𝒜. Ο συναρτησιακός λογισμός για πολυώνυμα

Φ𝜋 ∶ 𝒫 → 𝒜 ∶ 𝑝 → 𝑝(𝑥)

επεκτείνεται σε *-μορφισμό

Φ𝑐 ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) → 𝒜

αν και μόνον αν 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗. Η επέκταση αυτή (αν υπάρχει) είναι μοναδική και
ισομετρική, και το πεδίο τιμών της είναι ακριβώς η 𝐶∗-υπάλγεβρα 𝐶∗(𝑥) της
𝒜 που παράγεται από το 𝑥 και την 1.
Αν 𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(𝑥)), γράφουμε συνήθως 𝑓(𝑥) αντί για Φ𝑐(𝑓).
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Απόδειξη (α) Η συνθήκη 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗ είναι αναγκαία για την ύπαρξη του Φ𝑐.
Πράγματι, αν 𝑓𝑜 ∶ 𝜎(𝑥) → ℂ είναι η συνάρτηση 𝑓𝑜(𝑧) = 𝑧, τότε (αφού η 𝑓𝑜 είναι
πολυώνυμο) Φ𝑐(𝑓𝑜) = Φ𝜋(𝑓𝑜) = 𝑥. Επομένως 𝑥∗ = (Φ𝑐(𝑓𝑜))∗ = Φ𝑐(𝑓∗

𝑜) αφού
η Φ𝑐 είναι *-μορφισμός. Αλλά οι συναρτήσεις 𝑓𝑜 και 𝑓∗

𝑜 μετατίθενται, συνεπώς
και οι εικόνες τους 𝑥 και 𝑥∗ πρέπει να μετατίθενται.

(β)Υποθέτουμε τώρα ότι η συνθήκη 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗ ικανοποιείται. Από το Λήμμα, η
απεικόνιση ̂𝑥 ∶ ℳ(𝒞) → 𝜎(𝑥) είναι ομοιομορφισμός. Είναι εύκολο να ελέγξεις
ότι η απεικόνιση

Ψ ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) → 𝐶(ℳ(𝒞)) ∶ 𝑓 → 𝑓 ∘ ̂𝑥

είναι ισομετρικός *-ισομορφισμός. Αλλά από το Θεώρημα Gelfand - Naimark
(11.3) η απεικόνιση

𝒢−1 ∶ 𝐶(ℳ(𝒞)) → 𝒞 ∶ ̂𝑦 → 𝑦
είναι ισομετρικός *-ισομορφισμός. Αν ονομάσω Φ𝑐 την σύνθεση 𝒢−1 ∘ Ψ, τότε
η Φ𝑐 είναι ισομετρικός *-ισομορφισμός της 𝐶(𝜎(𝑥)) επί της 𝒞 ⊆ 𝒜.
Μένει να ελεγχθεί ότι η Φ𝑐 επεκτείνει τον συναρτησιακό λογισμό για πολυώ-
νυμα. Αρκεί γι’αυτό να ελέγξουμε ότι Φ𝑐(1) = 1 και ότι Φ𝑐(𝑓𝑜) = 𝑥. Η πρώτη
σχέση αληθεύει γιατί Ψ(1) = 1 και 𝒢−1(1) = 1. Η δεύτερη επίσης αληθεύει
γιατί Ψ(𝑓𝑜) = ̂𝑥 και 𝒢−1( ̂𝑥) = 𝑥.
(γ) (Μοναδικότητα) Έστω Φ ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) → 𝒜 *-μορφισμός με Φ(1) = 1 και
Φ(𝑓𝑜) = 𝑥. Επειδή οι 𝐶(𝜎(𝑥)) και 𝒜 είναι 𝐶∗ άλγεβρες με μονάδα, έπεται από
την Πρόταση 11.11 ότι ο Φ είναι συνεχής. Εφόσον όμως ο Φ είναι *-μορφισμός,
για κάθε 𝑛, 𝑚 = 0, 1, … θα έχουμε

Φ(𝑓𝑛
𝑜 𝑓∗𝑚

𝑜 ) = Φ(𝑓𝑜)𝑛Φ(𝑓𝑜)∗𝑚 = 𝑥𝑛𝑥∗𝑚 = Φ𝑐(𝑓𝑜)𝑛Φ𝑐(𝑓𝑜)∗𝑚 = Φ𝑐(𝑓𝑛
𝑜 𝑓∗𝑚

𝑜 ) .

Επομένως οι Φ και Φ𝑐 ταυτίζονται στην γραμμική θήκη του συνόλου {𝑓𝑛
𝑜 𝑓∗𝑚

𝑜 ∶
𝑛, 𝑚 = 0, 1, …}. Αλλά η γραμμική αυτή θήκη είναι αυτοσυζυγής υπάλγεβρα
της 𝐶(𝜎(𝑥)) που περιέχει τις σταθερές συναρτήσεις και χωρίζει τα σημεία
του 𝜎(𝑥). Επομένως, από το Θεώρημα Stone - Weierstrass, είναι πυκνή στην
𝐶(𝜎(𝑥)). Αφού οι Φ και Φ𝑐 είναι συνεχείς, έπεται ότι θα ταυτίζονται. 2

Είναι άμεσο πόρισμα του συναρτησιακού λογισμού ότι το Λήμμα 7.1 (φασμα-
τικής απεικόνισης) επεκτείνεται από τα πολυώνυμα σε όλην την 𝐶(𝜎(𝑥)):

Θεώρημα 11.15 (φασματικής απεικόνισης) Έστω 𝒜 μια 𝐶∗-άλγεβρα με μο-
νάδα. Αν 𝑥 ∈ 𝒜 φυσιολογικό και 𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(𝑥)) τότε

𝜎(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝜎(𝑥)) = {𝑓(𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝜎(𝑥)}.
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Απόδειξη Αν 𝐶∗(𝑥) είναι η μικρότερη 𝐶∗-υπάλγεβρα της 𝒜 που περιέχει το 𝑥
και την 1, η απεικόνιση

Φ𝑐 ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) ⟶ 𝐶∗(𝑥) ∶ 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑥)
είναι ισομορφισμός αλγεβρών. Επομένως, 𝜆1 − 𝑓(𝑥) ∈ Inv(𝐶∗(𝑥)) αν και μό-
νον αν 𝜆1 − 𝑓 ∈ Inv(𝐶(𝜎(𝑥)). Αυτό όμως συμβαίνει αν και μόνον αν 𝜆 ∉
𝑓(𝜎(𝑥)). Συνεπώς 𝜎𝐶∗(𝑥)(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝜎(𝑥))). Ξέρουμε όμως τώρα (Λήμμα 11.4)
ότι 𝜎𝐶∗(𝑥)(𝑓(𝑥)) = 𝜎𝒜(𝑓(𝑥)). 2

Σύγκριση των συναρτησιακών λογισμών
Ο συναρτησιακός λογισμός Φ𝑐 ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) → 𝒜 που κατασκευάσαμε επεκτεί-
νει, όταν η 𝒜 είναι 𝐶∗-άλγεβρα και το 𝑥 είναι φυσιολογικό, τον συναρτησιακό
λογισμό 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑥) ∶ 𝐻𝑜𝑙(𝑥) ⟶ 𝒜 που εφαρμόζεται σε οποιαδήποτε άλγεβρα
Banach.
Πράγματι, αν 𝑝 είναι πολυώνυμο (μιάς μεταβλητής), τότε 𝑝 ∈ 𝐻𝑜𝑙(𝑥) και 𝑝(𝑥) =
Φ𝑐(𝑝). Εφόσον οι 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑥) και Φ𝑐 είναι μορφισμοί που στέλνουν την μονάδα
στην μονάδα, έπεται ότι θα ταυτίζονται και σε κάθε ρητή συνάρτηση. Αν τώρα
𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑙(𝑥) με πεδίο ορισμού 𝑈 ⊇ 𝜎(𝑥), υπάρχει ακολουθία 𝑟𝑛 ∈ 𝐻𝑜𝑙(𝑥)
από ρητές συναρτήσεις που συγκλίνει στην 𝑓 ομοιόμορφα στα συμπαγή υπο-
σύνολα του 𝑈 , άρα 𝑟𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥). Από την άλλη μεριά όμως η ακολουθία
(𝑟𝑛) συγκλίνει στην 𝑓 ομοιόμορφα στο 𝜎(𝑥), άρα Φ𝑐(𝑟𝑛) → Φ𝑐(𝑓). Επομένως
𝑓(𝑥) = Φ𝑐(𝑓).
Ο λογισμός 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑥) ∶ 𝐻𝑜𝑙(𝑥) ⟶ 𝒜 έχει βέβαια πολύ ευρύτερη εφαρμογή:
ορίζεται για κάθε στοιχείο κάθε άλγεβρας Banach, ενώ ο Φ𝑐 ορίζεται μόνον
γαι 𝐶∗-άλγεβρες, και μάλιστα μόνον για φυσιολογικά στοιχεία. Από την άλλη
μεριά, όταν ορίζεται, ο Φ𝑐 έχει σημαντικότατα πλεονεκτήματα:
(α) Ορίζεται σε κάθε συνεχή συνάρτηση, όχι μόνον στην 𝐻𝑜𝑙(𝑥).
(β) Διατηρεί την ενέλιξη, δηλαδή

𝑓(𝑥)∗ = (Φ𝑐(𝑓))∗ = Φ𝑐(𝑓∗) = 𝑓∗(𝑥) και

(γ) είναι ισομετρικός, δηλαδή

‖𝑓(𝑥)‖ = sup{|𝑓(𝑧)| ∶ 𝑧 ∈ 𝜎(𝑥)}.

Παρατήρηση Το Θεώρημα 11.14 λέει ότι, αν 𝑥 είναι ένα φυσιολογικό στοιχείο
μιας 𝐶∗-άλγεβρας 𝒜, “μπορούμε να θεωρούμε το 𝑥 ως συνάρτηση ορισμένη
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στο 𝜎(𝑥)” και, παίρνοντας σύνθεση, να κατασκευάζουμε “συναρτήσεις του 𝑥”.
Μπορούμε, για παράδειγμα, να κατασκευάσουμε τα εξής χρησιμότατα στοι-
χεία μιας 𝐶∗ άλγεβρας 𝒜 (μεταθετικής ή όχι):
Έστω 𝑥 ∈ 𝒜 με 𝑥 = 𝑥∗ (τέτοια στοιχεία λέγονται αυτοσυζυγή (selfadjoint)
ή καμμιά φορά ερμιτιανά (hermitian)). Ξέρουμε τώρα ότι 𝜎(𝑥) ⊆ ℝ. Θεωρούμε
τις εξής συναρτήσεις, ορισμένες στο 𝜎(𝑥):

𝑓1(𝑡) = |𝑡|, 𝑓+(𝑡) = (|𝑡| + 𝑡)/2, 𝑓−(𝑡) = (|𝑡| − 𝑡)/2, 𝑓4(𝑡) =
√

𝑡

(η τελευταία ορίζεται μόνον όταν επιπλέον 𝜎(𝑥) ⊆ [0, +∞)). Ονομάζουμε τα
αντίστοιχα στοιχεία της 𝒜

𝑓1(𝑥) = |𝑥|, 𝑓+(𝑥) = 𝑥+, 𝑓−(𝑥) = 𝑥−, 𝑓4(𝑥) = 𝑥1/2

Από τις αντίστοιχες ιδιότητες των συναρτήσεων συμπεραίνουμε αμέσως ότι
𝑥 = 𝑥+ − 𝑥−, |𝑥| = 𝑥+ + 𝑥−, 𝑥+𝑥− = 0 = 𝑥−𝑥+. Ετσι, κάθε αυτοσυ-
ζυγές στοιχείο μιας 𝐶∗-άλγεβρας έχει “θετικό και αρνητικό μέρος”, “απόλυτη
τιμή”, και, όταν 𝜎(𝑥) ⊆ [0, +∞), “τετραγωνική ρίζα”. Ας σημειώσουμε όμως
ότι η απόλυτη τιμή δεν ικανοποιεί μερικές από τις αναμενόμενες ιδιότητες: για
παράδειγμα, δεν είναι εν γένει αλήθεια ότι |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|.
Ασκηση Αν 𝒜 είναι 𝐶∗-άλγεβρα με μονάδα και 𝑥 = 𝑥∗ ∈ 𝒜 με 𝜎(𝑥) ⊆
[0, +∞), να αποδειχθεί ότι η τετραγωνική ρίζα 𝑥1/2 είναι το μοναδικό θετικό
στοιχείο 𝑦 της 𝒜 που ικανοποιεί 𝑦2 = 𝑥 (λέμε ότι ένα στοιχείο 𝑦 μιάς 𝐶∗-
άλγεβρας 𝒜 είναι θετικό όταν είναι αυτοσυζυγές και 𝜎(𝑦) ⊆ [0, +∞)).
Παρατήρηση Αν το 𝑥 είναι φυσιολογικό στοιχείο μιας 𝐶∗ άλγεβρας 𝒜 χωρίς
μονάδα, μπορούμε να χρησιμοποιούμε τον συναρτησιακό λογισμό θεωρώντας
το 𝑥 ως στοιχείο της μοναδοποίησης 𝒜1, με την παρατήρηση ότι, αν η 𝑓 είναι
συνεχής στο 𝜎(𝑥), το στοιχείο 𝑓(𝑥) της 𝒜1 ανήκει στην 𝒜 αν και μόνον αν
𝑓(0) = 0 (γιατί;).
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12 Το φασματικό Θεώρημα

12.1 Εισαγωγή: Διαγωνοποίηση πινάκων

Το Φασματικό Θεώρημα, που είναι ίσως το βασικότερο αποτέλεσμα στην Θεω-
ρία Τελεστών, αποτελεί γενίκευση του αντίστοιχου θεωρήματος από την Γραμ-
μική Αλγεβρα:
“ Κάθε αυτοσυζυγής τελεστής 𝑇 ∶ ℂ𝑛 ⟶ ℂ𝑛 διαγωνοποιείται ως προς κάποια
ορθοκανονική βάση.”
Μπορούμε να δώσουμε μία απόδειξη του θεωρήματος αυτού εφαρμόζοντας το
Θεώρημα 11.14 στην𝐶∗-άλγεβραℬ(Η) των φραγμένων τελεστών σ’ έναν χώρο
Hilbert 𝐻 . Αν Τ ∈ ℬ(Η) είναι φυσιολογικός τελεστής και 𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(Τ)), μπο-
ρούμε να ορίσουμε τον (φυσιολογικό) τελεστή 𝑓(Τ) ∈ ℬ(Η). Αν ο Η έχει πεπε-
ρασμένη διάσταση, οπότε το 𝜎(Τ) = {𝜆1, ...𝜆𝑛} είναι ακριβώς το σύνολο των
ιδιοτιμών του Τ, θεωρούμε τις (συνεχείς) συναρτήσεις 𝑒𝑖 ∶ 𝜎(Τ) ⟶ ℂ που
ορίζονται από την σχέση 𝑒𝑖(𝜆𝑗) = 𝛿𝑖𝑗. Τότε έχουμε 𝑒𝑖𝑒𝑗 = 𝑒𝑖𝛿𝑖𝑗,

𝑧 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖(𝑧) και 1 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑒𝑖(𝑧)

για κάθε 𝑧 ∈ 𝜎(𝑇 ).
Αν θέσουμεΕ𝑖 ≡ 𝑒𝑖(Τ) ∈ ℬ(Η), από το Θεώρημα 11.14 προκύπτει ότιΕ𝑖 = 𝐸∗

𝑖
(επειδή ̄𝑒𝑖 = 𝑒𝑖), Ε𝑖Ε𝑗 = Ε𝑖𝛿𝑖𝑗,

𝑇 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝐸𝑖 και 𝐼 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝐸𝑖.

Διαπιστώνουμε λοιπόν ότι η Ε𝑖 είναι η ορθή (δηλαδή ker(𝐸𝑖) = (𝐸𝑖(𝐻))⊥) ²⁵
προβολή πάνωστον ιδιόχωρο τουΤπου αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή𝜆𝑖. Πράγματι,
αν 𝑥 ∈ Η και Ε𝑖𝑥 = 𝑥 τότε Ε𝑗𝑥 = 0 για κάθε 𝑗 ≠ 𝑖 (επειδή Ε𝑖Ε𝑗 = 0) και

𝑇 𝑥 =
𝑛

∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝐸𝑘𝑥 = 𝜆𝑖𝑥.

Αν αντίστροφα Τ𝑥 = 𝜆𝑖𝑥 τότε

𝑇 𝑥 =
𝑛

∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝐸𝑘𝑥 = 𝜆𝑖𝑥 = 𝜆𝑖
𝑛

∑
𝑘=1

𝐸𝑘𝑥

²⁵πράγματι, 𝑥 ⟂ 𝐸𝑖(𝐻) ⟺ ⟨𝑥, 𝐸𝑖𝑦⟩ = 0 ∀𝑦 ∈ 𝐻 ⟺ ⟨𝐸𝑖𝑥, 𝑦⟩ = 0 ∀𝑦 ⟺ 𝐸𝑖𝑥 =
0
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άρα
𝑛

∑
𝑘=1

(𝜆𝑘 − 𝜆𝑖)𝐸𝑘𝑥 = 0.

Επειδή 𝜆𝑘 −𝜆𝑖 ≠ 0 για 𝑘 ≠ 𝑖 και οιΕ𝑘 είναι ανά δύο κάθετες, έπεται ότιΕ𝑘𝑥 =
0 για 𝑘 ≠ 𝑖 (γιατί τα διανύσματαΕ𝑘𝑥, αν δεν ήταν μηδενικά, θα ήταν γραμμικά
ανεξάρτητα λόγω καθετότητας). Η σχέση 𝑥 = ∑𝑛

𝑖=1 Ε𝑖𝑥 τώρα συνεπάγεται
𝑥 = Ε𝑖𝑥.
Αποδείξαμε λοιπόν το

Θεώρημα 12.1 Αν Η είναι χώρος Hilbert πεπερασμένης διάστασης και Τ ∈
ℬ(Η) φυσιολογικός, οι ιδιόχωροι που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές
είναι ανά δύο κάθετοι και παράγουν τον Η. Αν Ε𝑖 είναι η ορθή προβολή στον
ιδιόχωρο που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 𝜆𝑖, τότε

𝑇 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝐸𝑖.

ισοδύναμα

Κάθε φυσιολογικός τελεστής σε χώρο πεπερασμένης διάστασης έχει πίνακα
διαγώνιο ως προς μία ορθοκανονική βάση του χώρου (την ένωση οποίωνδή-
ποτε ορθοκανονικών βάσεων των ιδιοχώρων του).

Σημείωση Ισχύει βέβαια και το αντίστροφο: αν ένας τελεστής Τ έχει πίνακα
διαγώνιο ως προς μία ορθοκανονική βάση του χώρου, τότε και ο Τ∗ είναι δια-
γώνιος ως προς την ίδια βάση, άρα μετατίθεται με τον Τ, δηλαδή ο Τ είναι
φυσιολογικός.

Αν ο Η είναι απειροδιάστατος, υπάρχουν δύο προβλήματα: πρώτα-πρώτα, το
𝜎(Τ) δεν είναι εν γένει πεπερασμένο, πρέπει λοιπόν να ορίσουμε τι εννοούμε με
το άθροισμα 𝑇 = ∑𝑖 𝜆𝑖𝐸𝑖. Αλλά το σοβαρότερο πρόβλημα είναι ότι, μολονότι
ξέρουμε ότι το 𝜎(Τ) δεν είναι κενό, ο Τ μπορεί να μην έχει καθόλου ιδιοτι-
μές! (Παράδειγμα: ο τελεστής του πολλαπλασιασμού επί 𝑡 στον 𝐿2([0, 1], 𝜆)).
Επομένως, ούτε οι προσθετέοι του αθροίσματος δεν ορίζονται. Θα δείξουμε
ότι στην γενική περίπτωση το άθροισμα αντικαθίσταται με ένα ολοκλήρωμα
Τ = ∫ 𝜆𝑑𝐸𝜆 όπου η ολοκλήρωση γίνεται πάνω στο συμπαγές υποσύνολο 𝜎(Τ)
του ℂ, ως προς ένα “μέτρο” ορισμένο στα Borel υποσύνολα του 𝜎(Τ), με τιμές
(οχι αριθμούς αλλά) προβολές στον Η.
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Το πρόγραμμά μας είναι το εξής: Θα ορίσουμε πρώτα την κατάλληλη έννοια
“μέτρου”, το φασματικό μέτρο, καθώς και την ολοκλήρωση, ως προς το μέτρο
αυτό, συναρτήσεων με μιγαδικές τιμές. Θα δούμε ότι το ολοκλήρωμα ως προς
ένα φασματικό μέτρο ορίζει μία αναπαράσταση μιάς 𝐶∗-άλγεβρας συναρτή-
σεων. Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι κάθε αναπαράσταση της𝐶∗-άλγεβρας
𝐶(𝐾) (όπου𝐾 συμπαγής Hausdorff χώρος) που διατηρεί την ενέλιξη ορίζει ένα
φασματικό μέτρο. Τέλος, αφού κάθε φυσιολογικός τελεστής 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) ορίζει
την αναπαράσταση 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑇 ) της 𝐶(𝜎(𝑇 )), θα οδηγηθούμε στην απόδειξη
του Φασματικού Θεωρήματος.

12.2 Ολοκλήρωση ως προς φασματικό μέτρο

12.2.1 Φασματικά μέτρα

Ορισμός 12.1 Εστω (Κ, 𝒮) μετρήσιμος χώρος. Μια οικογένεια {Ε(Ω) ∶ Ω ∈ 𝒮}
τελεστών σ’ έναν χώρο Hilbert𝐻 λέγεταιφασματικό μέτρο (spectral measure)
αν ικανοποιεί τις ιδιότητες

1. Ε(Ω)∗ = Ε(Ω)
2. Ε(Ω1 ∩ Ω2) = Ε(Ω1).Ε(Ω2)
3. Ε(∅) = 0 και Ε(𝐾) = Ι
4. Για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ Η, η απεικόνιση 𝜇𝑥𝑦 ∶ Ω ⟶ ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑦⟩ είναι μιγαδικό

μέτρο Borel στο 𝐾.

Παρατηρήσεις (α) Από τις (1) και (2) έπεται ότι κάθε Ε(Ω) είναι ορθή προ-
βολή, δηλαδή Ε(Ω)∗ = Ε(Ω) και Ε(Ω)2 = Ε(Ω).
(β) Όταν ο Κ είναι (τοπικά) συμπαγής χώρος και 𝒮 η σ-άλγεβρα των Borel
υποσυνόλων του, συνήθως απαιτούμε ένα φασματικό μέτρο να είναι κανονικό,
δηλαδή όλα τα 𝜇𝑥𝑥 να είναι κανονικά μέτρα.

Παρατήρηση 12.2 Τα φασματικά μέτρα δεν είναι (πλην τετριμμένων περι-
πτώσεων) σ- προσθετικά στην τοπολογία της νόρμας του ℬ(𝐻), δηλαδή αν
{Ω𝑛} ∈ 𝒮 είναι ακολουθία ξένων ανά δύο υποσυνόλων και Ω είναι η ένωσή
τους, η σειρά ∑𝑛 Ε(Ω𝑛) δεν συγκλίνει, γιατί τα μερικά της αθροίσματα, όταν
δεν είναι ίσα, έχουν διαφορά νόρμας 1 (γιατί είναι ορθές προβολές).
Ισχύει όμως μια ασθενέστερη μορφή σ-προσθετικότητας:

Για κάθε 𝑥 ∈ Η, η σειρά ∑𝑛 Ε(Ω𝑛)𝑥 συγκλίνει στο Ε(Ω)𝑥 (στην
τοπολογία του Η).
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Απόδειξη Εχουμε

∥Ε(Ω)𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝐸(Ω𝑖)𝑥∥
2

=

= ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝐸(Ω)𝑥⟩ −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝐸(Ω)𝑥, 𝐸(Ω𝑖)𝑥⟩ −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝐸(Ω𝑖)𝑥, 𝐸(Ω)𝑥⟩

+
𝑛

∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

⟨𝐸(Ω𝑗)𝑥, 𝐸(Ω𝑖)𝑥⟩

= ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑥⟩ −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝐸(Ω𝑖)𝐸(Ω)𝑥, 𝑥⟩ −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝐸(Ω)𝐸(Ω𝑖)𝑥, 𝑥⟩

+
𝑛

∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

⟨𝐸(Ω𝑖)𝐸(Ω𝑗)𝑥, 𝑥⟩

(χρησιμοποίησα ότι Ε(Ω)∗ = Ε(Ω) και ότι Ε(Ω)2 = Ε(Ω)). Aλλά Ω ⊇ Ω𝑖, άρα
𝐸(Ω)𝐸(Ω𝑖) = 𝐸(Ω∩Ω𝑖) = 𝐸(Ω𝑖) και𝐸(Ω𝑖)𝐸(Ω𝑗) = 𝐸(Ω𝑖 ∩Ω𝑗) = 𝛿𝑖𝑗𝐸(Ω𝑖),
αφού τα {Ω𝑖} είναι ξένα ανά δύο. Αρα το προηγούμενο άθροισμα δίνει

∥Ε(Ω)𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝐸(Ω𝑖)𝑥∥
2

= ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑥⟩ −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝐸(Ω𝑖)𝑥, 𝑥⟩

το οποίο τείνει στο μηδέν καθως 𝑛 ⟶ ∞, από την σ-προσθετικότητα του μέ-
τρου Ω ⟶ ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑥⟩. 2

Παραδείγματα (a) Η οικογένεια των προβολών στους ιδιοχώρους ενος φυσιο-
λογικού τελεστή σε χώρο πεπερασμένης διάστασης.
(b) Εστω (𝐾, 𝒮, 𝜇) χώρος μέτρου και 𝐻 = 𝐿2(𝐾, 𝜇). Για κάθε Ω ∈ 𝒮 ορίζω
Ε(Ω) ∈ ℬ(𝐻) από την σχέση

Ε(Ω)𝑔 = 𝜒Ω𝑔, 𝑔 ∈ 𝐻.

Ελέγχω ότι ικανοποιούνται οι απαιτήσεις του ορισμού:
(1) Aν 𝑔, ℎ ∈ 𝐻 έχουμε

⟨𝐸(Ω)𝑔, ℎ⟩ = ∫
𝐾

𝜒Ω𝑔ℎ̄𝑑𝜇 = ∫
𝐾

𝑔𝜒Ωℎ𝑑𝜇 = ⟨𝑔, Ε(Ω)ℎ⟩

δηλαδή 𝐸(Ω)∗ = 𝐸(Ω).
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(2) Επειδή 𝜒Ω1∩Ω2
= 𝜒Ω1

.𝜒Ω2
έχουμε

𝐸(Ω1 ∩ Ω2)𝑔 = 𝜒Ω1∩Ω2
𝑔 = 𝜒Ω1

.𝜒Ω2
𝑔 = Ε(Ω1)(Ε(Ω2)𝑔).

Η ιδιότητα (3) είναι τετριμμένη.
Για την (4), επειδή το ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑦⟩ γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός τεσσά-
ρων παραστάσεων της μορφής ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑥⟩, αρκεί να δείξω ότι για κάθε 𝑥 ∈ Η
η απεικόνιση Ω ⟶ ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑥⟩ είναι (θετικό) μέτρο στον 𝐾 (Παρατήρησε ότι
ο αριθμός ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑥⟩ είναι μη αρνητικός, γιατί

⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑥⟩ = ⟨Ε(Ω)2𝑥, 𝑥⟩ = ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝐸(Ω)∗𝑥⟩ = ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝐸(Ω)𝑥⟩
= ‖Ε(Ω)𝑥‖2).

Πρώτα-πρώτα, αν Ψ, Ω ∈ 𝒮 είναι ξένα, τότε 𝜒Ω∪Ψ = 𝜒Ω + 𝜒Ψ, επομενως

Ε(Ω ∪ Ψ)𝑥 = 𝜒Ω∪Ψ𝑥 = 𝜒Ω𝑥 + 𝜒Ψ𝑥 = (Ε(Ω) + 𝐸(Ψ))𝑥.

δηλαδή το Ω ⟶ ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑥⟩ είναι πεπερασμένα προσθετικό. Αν τώρα (Ω𝑛) ⊆
𝒮 είναι μια φθίνουσα προς το ∅ ακολουθία, τότε η αντίστοιχη ακολουθία (𝜒𝑛)𝑛
των χαρακτηριστικών τους φθίνει προς το μηδέν σε κάθε σημείο του 𝐾, άρα η
ακολουθία (𝜒𝑛(𝑡)|𝑥(𝑡)|2)𝑛 φθίνει προς το μηδέν (μ-σχεδόν) σε κάθε σημείο 𝑡 ∈
𝐾. Συνεπώς το Θεώρημα μονότονης σύγκλισης δείχνει ότι τα ολοκληρώματα
φθίνουν προς το μηδέν, δηλαδή ότι

⟨Ε(Ω𝑛)𝑥, 𝑥⟩ = ∫
𝐾

𝜒𝑛(𝑡)|𝑥(𝑡)|2𝑑𝜇(𝑡) ⟶ 0.

Επεται ότι το Ω ⟶ ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑥⟩ είναι αριθμήσιμα προσθετικό.

12.2.2 Ολοκλήρωση

Προχωρούμε τώρα στον ορισμό ολοκληρώματος ως προς φασματικό μέτρο. Αν

𝑓 = ∑
𝑖

𝜆𝑖𝜒Ω𝑖

είναι απλή μετρήσιμη συνάρτηση (όπου 𝜆𝑖 ∈ ℂ και Ω𝑖 ∈ 𝒮, τα οποία μπορώ να
υποθέτω ξένα ανά δύο και ∪Ω𝑖 = Κ), ορίζω

∫
𝐾

𝑓(𝜆)𝑑𝐸𝜆 = ∑
𝑖

𝜆𝑖𝐸(Ω𝑖) ∈ ℬ(Η).
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Παρατηρούμε ότι
⟨(∫

𝐾
𝑓(𝜆)𝑑𝐸𝜆)𝑥, 𝑦⟩ = ∫

𝐾
𝑓𝑑𝜇𝑥,𝑦

για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ Η.
Είναι φανερό ότι η απεικόνιση θ που ορίζεται από την σχέση

𝜃(𝑓) = ∫
𝐾

𝑓(𝜆)𝑑𝐸𝜆

είναι γραμμική από τον γραμμικό χώρο των απλών συναρτήσεων με τιμές στον
ℬ(Η). Παρατήρησε επίσης ότι αν Ω = Ω1 ∩ Ω2, έχουμε

𝜃(𝜒Ω1
𝜒Ω2

) = 𝜃(𝜒Ω) = Ε(Ω) = Ε(Ω1).Ε(Ω2) = 𝜃(𝜒Ω1
).𝜃(𝜒Ω2

)

επομένως, λογω γραμμικότητας της 𝜃, αν 𝑓1, 𝑓2 είναι απλές, έχουμε

𝜃(𝑓1𝑓2) = 𝜃(𝑓1)𝜃(𝑓2)

δηλαδή
∫ 𝑓1𝑓2𝑑Ε = (∫ 𝑓1𝑑Ε)(∫ 𝑓2𝑑Ε).

Ομοια, από το γεγονός ότι Ε(Ω)∗ = Ε(Ω) βρίσκουμε ότι

𝜃( ̄𝑓) = (𝜃(𝑓))∗

δηλαδή
∫ ̄𝑓𝑑Ε = (∫ 𝑓𝑑Ε)∗

όταν η 𝑓 είναι απλή.
Ισχυρίζομαι τώρα ότι ‖𝜃(𝑓)‖ ≤ sup |𝑓|. Πράγματι: Για κάθε 𝑥 ∈ Η, έχουμε

∥(∫ 𝑓𝑑𝐸)𝑥∥
2

= ∥∑
𝑖

𝜆𝑖Ε(Ω𝑖)𝑥∥
2

= ∑
𝑖

|𝜆𝑖|2‖Ε(Ω𝑖)𝑥‖2

≤ (max |𝜆𝑖|)2 ∑
𝑖

‖Ε(Ω𝑖)𝑥‖2 = (sup |𝑓|)2‖ ∑
𝑖

Ε(Ω𝑖)𝑥‖2

= (sup |𝑓|)2‖𝑥‖2

όπου χρησιμοποίησα (δύο φορές) το Πυθαγόρειο Θεώρημα, μια και οι {Ε(Ω𝑖)}
είναι κάθετες ανά δύο και ∑𝑖 Ε(Ω𝑖) = Ε(∪Ω𝑖) = Ε(Κ) = Ι.
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Εδειξα λοιπόν ότι
∥∫ 𝑓𝑑𝐸∥ ≤ sup |𝑓|

δηλαδή ‖𝜃(𝑓)‖ ≤ sup |𝑓|. Επομένως η 𝜃 επεκτείνεται μοναδικά σε μια συνεχή
γραμμική απεικόνιση, που την συμβολίζω επίσης 𝜃, από την𝐶∗-άλγεβραℒ∞(Κ) =
{𝑓 ∶ 𝐾 → ℂ φραγμένη, μετρήσιμη} στονℬ(Η). Και επειδή η 𝜃 είναι *-μορφισμός
στις απλές συναρτήσεις, η επέκτασή της θα είναι επίσης *-μορφισμός (γιατί ο
πολλαπλασιασμός και η ενέλιξη είναι συνεχείς στην ℒ∞(Κ) και στον ℬ(Η)).
Ετσι έχω ορίσει το ολοκλήρωμα ∫ 𝑓𝑑𝐸 ∈ ℬ(Η) για κάθε 𝑓 ∈ ℒ∞(Κ), και έχω
δείξει ότι η απεικόνιση 𝑓 ⟶ ∫ 𝑓𝑑𝐸 είναι συνεχής *-μορφισμός.
Παρατήρηση Η απεικόνιση αυτή δεν είναι εν γένει 1-1 (επομένως δεν είναι
ισομετρία) πράγματι, αν το σύνολοΩ = {𝑡 ∈ Κ ∶ 𝑓(𝑡) ≠ 0} είναι μέτρου μηδέν,
αν δηλαδή Ε(Ω) = 0, τότε ∫ 𝑓𝑑𝐸 = 0.
Συνοψίζουμε τα παραπάνω με την

Πρόταση 12.3 Αν {Ε(Ω) ∶ Ω ∈ 𝒮} είναι ένα φασματικό μέτρο ορισμένο σ’έναν
μετρήσιμο χώρο (Κ, 𝒮) με τιμές προβολές σ’ έναν χώροHilbert𝐻 , τότε η απεικό-
νιση 𝜑 ⟶ ∫ 𝜑𝑑Ε είναι *-μορφισμός από την *-άλγεβρα ℒ∞(Κ) των φραγμέ-
νων μετρήσιμων συναρτήσεων 𝜑 ∶ Κ ⟶ ℂ με τιμές στον ℬ(Η) που ικανοποιεί

∥∫ 𝑓𝑑Ε∥ ≤ sup |𝑓|

και
⟨(∫ 𝑓𝑑𝐸)𝑥, 𝑦⟩ = ∫ 𝑓𝑑𝜇𝑥𝑦 (𝑥, 𝑦 ∈ Η)

όπου 𝜇𝑥𝑦(Ω) = ⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑦⟩.

(Η τελευταία ισότητα έπεται προσεγγίζοντας την 𝑓 ∈ ℒ∞(𝐾) ομοιόμορφα από
απλές συναρτήσεις.)

12.3 Μέτρα και Αναπαραστάσεις

Εστω 𝐴 μία C*-άλγεβρα. Μία *-αναπαράσταση της 𝐴 σ’ έναν χώρο Hilbert
𝐻 είναι ένας μορφισμός 𝜋 ∶ 𝐴 ⟶ ℬ(𝐻) που διατηρεί την ενέλιξη (δηλαδή
η απεικόνιση 𝜋 είναι γραμμική, πολλαπλασιαστική και 𝜋(𝑥∗) = (𝜋(𝑥))∗). Μία
αναπαράσταση λέγεταιμη-εκφυλισμένη (non-degenerate) ή ουσιώδης (essential)
αν ο χώρος 𝜋(𝐴)𝐻 είναι πυκνός στον 𝐻 . Όταν η 𝐴 έχει μονάδα, αυτό ισοδυ-
ναμεί με την απαίτηση 𝜋(1) = 𝐼 . Η 𝜋 λέγεται πιστή όταν είναι 1-1.
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Επειδή μια *-αναπαράσταση είναι *-μορφισμός μεταξύ 𝐶∗-αλγεβρών, από το
θεώρημα 11.11 έχουμε την

Πρόταση 12.4 Μία *-αναπαράσταση 𝜋 μιάς 𝐶∗ άλγεβρας 𝒜 είναι αυτομάτως
συνεχής, μάλιστα ‖𝜋‖ ≤ 1. Είναι ισομετρική αν και μόνον αν είναι πιστή.

Παράδειγμα (i) Εστω 𝐵 ⊆ ℬ(𝐻) μία μεταθετική C*-άλγεβρα τελεστών σ’
έναν χώροHilbert𝐻 με 𝐼 ∈ ℬ και𝐾 = 𝑀(𝐵) ο χώρος των χαρακτήρων της. Αν
𝐴 ⟶ 𝐴 ∶ 𝐵 ⟶ 𝐶(𝐾) είναι ο μετασχηματισμός Gelfand, τότε ο αντίστροφός
του είναι μία πιστή *-αναπαράσταση της C*-άλγεβρας 𝐶(𝐾) στον 𝐻 .
(ii) Εστω 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) φυσιολογικός τελεστής. Τότε η απεικόνιση 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑇 ) ∶
𝐶(𝜎(𝑇 )) ⟶ ℬ(𝐻) είναι μία πιστή *-αναπαράσταση τηςC*-άλγεβρας𝐶(𝜎(Τ))
στον 𝐻 .

Εστω Κ συμπαγής Hausdorff χώρος. Από την Πρόταση 12.3 έπεται ότι κάθε
φασματικό μέτρο {𝐸(Ω) ∶ Ω ⊆ 𝐾 Borel} ⊆ ℬ(𝐻) ορίζει μία *αναπαράσταση
𝜋 της (μεταθετικής) C*-άλγεβρας 𝐶(𝐾) στον 𝐻 από την σχέση

𝜋(𝑓) = ∫
𝐾

𝑓𝑑𝐸 (𝑓 ∈ 𝐶(𝐾)).

Αντίστροφα,

Θεώρημα 12.5 Εστω 𝜋 μία *-αναπαράσταση της C*- άλγεβρας 𝐶(𝐾) στον
χώρο Hilbert 𝐻 . Τότε υπάρχει μοναδικό κανονικό φασματικό μέτρο 𝐸(.) που
φέρεται από το 𝐾 ώστε

∫
𝐾

𝑓𝑑𝐸 = 𝜋(𝑓) (𝑓 ∈ 𝐶(𝐾)).

Η απόδειξη στηρίζεται σε δύο θεμελιώδη θεωρήματα, που ονομάζονται και τα
δύο “Θεωρήματα Αναπαράστασης του Riesz”:

Θεώρημα 12.6 Για κάθε συνεχή γραμμική μορφή 𝜙 ∶ 𝐶(𝐾) ⟶ ℂ υπάρχει
μοναδικό κανονικό μιγαδικό μέτρο Borel 𝜇 στο 𝐾 ώστε

∫
𝐾

𝑓𝑑𝜇 = 𝜙(𝑓) (𝑓 ∈ 𝐶(𝐾))
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και
‖𝜙‖ = ‖𝜇‖,

η ολική κύμανση του 𝜇.

Για την απόδειξη, βλέπε π.χ. [8], Θεώρημα 12.38.
Μία sesquilinear μορφή σ’ έναν χώρο Hilbert 𝐻 είναι μία απεικόνιση 𝜓 ∶ 𝐻 ×
𝐻 ⟶ ℂ η οποία είναι γραμμική ως προς την πρώτη μεταβλητή και αντιγρα-
μική ως προς την δεύτερη μεταβλητή. Λέγεται φραγμένη όταν το sup{|𝜓(𝑥, 𝑦)| ∶
‖𝑥‖ ≤ 1, ‖𝑦‖ ≤ 1} είναι πεπερασμένο. Παραδείγματος χάριν το εσωτερικό γι-
νόμενο είναι μία φραγμένη sesquilinear μορφή.
Το επόμενο Θεώρημα έπεται εύκολα από το γεγονός ότι ο δυικός του 𝐻 είναι
αντιγραμμικά ισόμορφος με τον 𝐻 (βλ. π.χ. [5]).

Θεώρημα 12.7 Για κάθε φραγμένη sesquilinear μορφή 𝜓 ∶ 𝐻 × 𝐻 ⟶ ℂ υπάρ-
χει μοναδικός 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) ώστε

𝜓(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑇 𝑥, 𝑦⟩ (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻)
και

‖𝑇 ‖ = sup{|𝜓(𝑥, 𝑦)| ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1, ‖𝑦‖ ≤ 1}.

Απόδειξη του Θεωρήματος 12.5
Μοναδικότητα Αν Ε(.) και 𝐹(.) είναι δύο κανονικά φασματικά μέτρα ώστε

∫
𝐾

𝑓𝑑𝐸 = 𝜋(𝑓) = ∫
𝐾

𝑓𝑑𝐹

για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾), τότε θέτοντας 𝜇𝑥,𝑦(Ω) = ⟨𝐸(Ω)𝑥, 𝑦⟩ και 𝜈𝑥,𝑦(Ω) =
⟨𝐹(Ω)𝑥, 𝑦⟩, έχουμε

∫
𝐾

𝑓𝑑𝜇𝑥,𝑦 = ∫
𝐾

𝑓𝑑𝜈𝑥,𝑦

για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾). Από την μοναδικότητα στο Θεώρημα 12.6 έπεται ότι
𝜇𝑥,𝑦(Ω) = 𝜈𝑥,𝑦(Ω), δηλαδή ⟨𝐸(Ω)𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝐹(Ω)𝑥, 𝑦⟩. Αφού η ισότητα αυτή
ισχύει για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 , συμπεραίνουμε ότι 𝐸(Ω) = 𝐹(Ω).
Υπαρξη (i) Αν σταθεροποιήσουμε δύο διανύσματα 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 , η απεικόνιση

𝐶(𝐾) ⟶ ℂ ∶ 𝑓 ⟶ ⟨𝜋(𝑓)𝑥, 𝑦⟩
είναι γραμμική μορφή, και φράσσεται από ‖𝑥‖.‖𝑦‖, διότι

|⟨𝜋(𝑓)𝑥, 𝑦⟩| ≤ ‖𝜋(𝑓)‖.‖𝑥‖.‖𝑦‖ ≤ ‖𝑓‖∞.‖𝑥‖.‖𝑦‖

117



από την Πρόταση 12.4. Από το Θεώρημα 12.6, υπάρχει μοναδικό κανονικό
μιγαδικό μέτρο Borel 𝜇𝑥,𝑦 στο 𝐾 ώστε

∫
𝐾

𝑓𝑑𝜇𝑥,𝑦 = ⟨𝜋(𝑓)𝑥, 𝑦⟩ ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝐾) (12)

και τέτοιο ώστε
‖𝜇𝑥,𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑦‖.

(ii) Σταθεροποιούμε τώρα ένα Borel υποσύνολοΩ ⊆ 𝐾 και θεωρούμε την απει-
κόνιση

𝐻 × 𝐻 ⟶ ℂ ∶ (𝑥, 𝑦) ⟶ 𝜇𝑥,𝑦(Ω).
Παρατηρούμε ότι είναι sesquilinear και φράσσεται από 1, δηλαδή

𝜇𝑥1+𝜆𝑥2,𝑦(Ω) = 𝜇𝑥1,𝑦(Ω) + 𝜆𝜇𝑥2,𝑦(Ω)
𝜇𝑥,𝑦1+𝜆𝑦2

(Ω) = 𝜇𝑥,𝑦1
(Ω) + 𝜆𝜇𝑥,𝑦2

(Ω)
|𝜇𝑥,𝑦(Ω)| ≤ ‖𝜇𝑥,𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑦‖.

Πράγματι, για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾),

∫ 𝑓𝑑𝜇𝑥,𝑦1+𝜆𝑦2
= ⟨𝜋(𝑓)𝑥, 𝑦1 + 𝜆𝑦2⟩ = ⟨𝜋(𝑓)𝑥, 𝑦1⟩ + 𝜆⟨𝜋(𝑓)𝑥, 𝑦2⟩

= ∫ 𝑓𝑑𝜇𝑥,𝑦1
+ 𝜆 ∫ 𝑓𝑑𝜇𝑥,𝑦2

συνεπώς τα μέτρα Ω ⟶ 𝜇𝑥,𝑦1+𝜆𝑦2
(Ω) και Ω ⟶ 𝜇𝑥,𝑦1

(Ω) + 𝜆𝜇𝑥𝑦2
(Ω) ορί-

ζουν την ίδια γραμμική μορφή στον 𝐶(𝐾) άρα, από την μοναδικότητα στον
Θεώρημα 12.6, είναι ίσα. Ομοίως αποδεικνύεται η πρώτη ισότητα.
Από το Θεώρημα 12.7, υπάρχει μοναδικός τελεστής 𝐸(Ω) ∈ ℬ(𝐻) ώστε

⟨𝐸(Ω)𝑥, 𝑦⟩ = 𝜇𝑥,𝑦(Ω) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 (13)

και
‖𝐸(Ω)‖ ≤ sup{|𝜇𝑥,𝑦(Ω)| ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1, ‖𝑦‖ ≤ 1} ≤ 1.

(iii) Πρέπει να δειχθεί ότι το 𝐸(.) είναι φασματικό μέτρο. Είναι φανερό από
τον ορισμό ότι 𝐸(∅) = 0, 𝐸(𝐾) = 𝐼 και, φυσικά, ότι το Ω ⟶ ⟨𝐸(Ω)𝑥, 𝑦⟩ (=
𝜇𝑥,𝑦(Ω)) είναι σ-προσθετικό μέτρο για κάθε 𝑥, 𝑦.
(a) Ισχυρισμός Ε(Ω)∗ = Ε(Ω).
Απόδειξη Για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾) έχουμε 𝜋( ̄𝑓) = 𝜋(𝑓)∗, άρα

∫ 𝑓𝑑𝜇𝑥,𝑦 = ⟨𝜋(𝑓)𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝜋(𝑓)∗𝑦, 𝑥⟩ = ∫ ̄𝑓𝑑𝜇𝑦,𝑥 = ∫ 𝑓𝑑𝜇𝑦,𝑥,
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πράγμα που δείχνει ότι τα μέτρα 𝜇𝑥,𝑦 και 𝜇𝑦,𝑥 ταυτίζονται²⁶, δηλαδή ότι

⟨𝐸(Ω)𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝐸(Ω)𝑦, 𝑥⟩ = ⟨𝑥, 𝐸(Ω)𝑦⟩. 2

(b) Ισχυρισμός 𝐸(Ω1 ∩ Ω2) = 𝐸((Ω1).𝐸(Ω2) για κάθε ζεύγος Borel υποσυνό-
λων Ω1, Ω2 του 𝐾.
Απόδειξη Για κάθε 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝐾) έχουμε

⟨𝜋(𝑓𝑔)𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝜋(𝑓)(𝜋(𝑔)𝑥), 𝑦⟩

και συνεπώς, χρησιμοποιώντας την (12) για τα διανύσματα 𝜋(𝑔)𝑥 και 𝑦,

∫ 𝑓𝑔𝑑𝜇𝑥,𝑦 = ∫ 𝑓𝑑𝜇𝜋(𝑔)𝑥,𝑦.

Αφού η σχέση αυτή ισχύει για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾), τα αντίστοιχα μέτρα ταυτίζο-
νται, δηλαδή

∫
Ω1

𝑔𝑑𝜇𝑥,𝑦 = ∫
Ω1

𝑑𝜇𝜋(𝑔)𝑥,𝑦 = 𝜇𝜋(𝑔)𝑥,𝑦(Ω1)

για κάθε Βorel Ω1 ⊆ 𝐾. Από την (13), η σχέση αυτή γράφεται

∫
Ω1

𝑔𝑑𝜇𝑥,𝑦 = ⟨𝐸(Ω1)𝜋(𝑔)𝑥, 𝑦⟩.

Αλλά
⟨𝐸(Ω1)𝜋(𝑔)𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝜋(𝑔)𝑥, 𝐸(Ω1)∗𝑦⟩

και λόγω της (12), το δεξί μέλος της ισότητας είναι

⟨𝜋(𝑔)𝑥, 𝐸(Ω1)∗𝑦⟩ = ∫ 𝑔𝑑𝜇𝑥,𝐸(Ω1)∗𝑦

οπότε
∫

Ω1

𝑔𝑑𝜇𝑥,𝑦 = ∫ 𝑔𝑑𝜇𝑥,𝐸(Ω1)∗𝑦.

Αφού η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε 𝑔 ∈ 𝐶(𝐾), τα αντίστοιχα μέτρα
ταυτίζονται, δηλαδή

∫
Ω1

𝜒Ω2
𝑑𝜇𝑥,𝑦 = ∫ 𝜒Ω2

𝑑𝜇𝑥,𝐸(Ω1)∗𝑦

²⁶εδώ 𝜇𝑦,𝑥(Ω) = 𝜇𝑦,𝑥(Ω)
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για κάθε Borel Ω2 ⊆ 𝐾. Δηλαδή

∫
Ω1∩Ω2

𝑑𝜇𝑥,𝑦 = ∫
Ω2

𝑑𝜇𝑥,𝐸(Ω1)∗𝑦

και συνεπώς από την (13)

⟨𝐸(Ω1 ∩ Ω2)𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝐸(Ω2)𝑥, 𝐸(Ω1)∗𝑦⟩ = ⟨𝐸(Ω1)𝐸(Ω2)𝑥, 𝑦⟩.

Αφού αυτή η σχέση ισχύει για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 , δείξαμε ότι 𝐸(Ω1 ∩ Ω2) =
𝐸((Ω1).𝐸(Ω2), πράγμα που ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

12.4 Το Φασματικό Θεώρημα

Θεώρημα 12.8 (Το Φασματικό Θεώρημα ) Αν 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) είναι φυσιολογι-
κός τελεστής, τότε υπάρχει μοναδικό φασματικό μέτρο {𝐸(Ω) ∶ Ω ⊆ ℂ Borel}
που φέρεται από το 𝜎(𝑇 ) ώστε

𝑇 = ∫ 𝜆𝑑𝐸𝜆.

Τέλος, ένας 𝑆 ∈ ℬ(𝐻) μετατίθεται με τον 𝑇 αν και μόνον αν μετατίθεται με
κάθε 𝐸(Ω).

Απόδειξη Η απεικόνιση

𝜋 ∶ 𝐶(𝜎(𝑇 )) ⟶ ℬ(𝐻) ∶ 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑇 )

είναι ισομετρικός *-μορφισμός, είναι δηλαδή μία πιστή *-αναπαράσταση της
𝐶(𝜎(𝑇 )) στον 𝐻 . Εφαρμόζεται λοιπόν το Θεώρημα 12.5, σύμφωνα με το οποίο
υπάρχει μοναδικό κανονικό φασματικό μέτρο BorelΕ𝜊 στο συμπαγές 𝜎(Τ), που
επάγει την 𝜋. Επεκτείνω το μέτρο αυτό στα Borel υποσύνολα του ℂ θέτοντας

Ε(Ω) = Ε𝜊(Ω ∩ 𝜎(𝑇 )) (Ω ⊆ ℂ Borel).

Το μέτρο αυτό φέρεται από το 𝜎(Τ) με την έννοια ότι κάθε ανοικτό 𝑈 ⊆ ℂ με
𝑈 ∩ 𝜎(Τ) = ∅ ικανοποιεί 𝐸(𝑈) = 0.
Έχουμε

𝜋(𝑓) = ∫ 𝑓(𝜆)𝑑𝐸𝜆
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για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(𝑇 )) και επομένως

Τ = 𝜋(𝑖𝑑) = ∫ 𝜆𝑑𝐸𝜆.

Μένει να αποδειχθεί ο τελευταίος ισχυρισμός.
Υποθέτουμε πρώτα ότι ο Τ είναι αυτοσυζυγής. Παρατήρησε ότι ένας τελεστής
Χ μετατίθεται με τον Τ αν και μόνον αν μετατίθεται με κάθε πολυώνυμο του
Τ, επομενως αν και μόνον αν μετατίθεται με την κλειστη θηκη του συνολου
των πολυωνύμων του Τ. Αλλά επειδή 𝜎(Τ) ⊆ ℝ, από το Θεώρημα Weierstrass
συμπεραίνουμε ότι η θήκη αυτή είναι το σύνολο {𝑓(𝑇 ) ∶ 𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(𝑇 ))}. Εχουμε
λοιπόν

ΧΤ = ΤΧ ⟺ Χ𝑓(Τ) = 𝑓(Τ)Χ ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(𝑇 )).
Για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ Η έχω

⟨Χ𝑓(Τ)𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑓(Τ)Χ𝑥, 𝑦⟩ ⟺ ⟨𝑓(Τ)𝑥, 𝑋∗𝑦⟩ = ⟨𝑓(Τ)Χ𝑥, 𝑦⟩
⟺ ⟨𝑓(Τ)𝑥, 𝑢⟩ = ⟨𝑓(Τ)𝑣, 𝑦⟩
⟺ ∫ 𝑓(𝜆)𝑑𝜇𝑥𝑢(𝜆) = ∫ 𝑓(𝜆)𝑑𝜇𝑣𝑦(𝜆)

(όπου 𝑢 = 𝑋∗𝑦, 𝑣 = 𝑋𝑥). Η σχέση αυτη ισχύει για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(Τ)), αν και
μόνον αν τα μέτρα 𝜇𝑥𝑢 και 𝜇𝑣𝑦 είναι ίσα, δηλαδή αν και μόνον αν

⟨Ε(Ω)𝑥, 𝑢⟩ = ⟨Ε(Ω)𝑣, 𝑦⟩

για κάθε Ω ⊆ 𝜎(Τ) Borel δηλαδή

⟨ΧΕ(Ω)𝑥, 𝑦⟩ = ⟨Ε(Ω)Χ𝑥, 𝑦⟩

για κάθε Ω ⊆ 𝜎(Τ) Borel.
Δείξαμε λοιπόν ότι ΧΤ = ΤΧ αν και μόνον αν ΧΕ(Ω) = Ε(Ω)Χ για κάθε
Ω ⊆ 𝜎(Τ) Borel.
Στην γενική περίπτωση, που οΤ είναι απλώς φυσιολογικός, η κλειστή θήκη των
πολυωνύμων του Τ δεν περιέχει εν γένει όλους τους 𝑓(Τ) όπου 𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(Τ))
(μπορεί να μην περιέχει τονΤ∗!). Η προηγούμενη απόδειξη θα είναι πλήρης, αν
δείξω ότι ΧΤ = ΤΧ ⟹ 𝑋𝑝(𝑇 , 𝑇 ∗) = 𝑝(𝑇 , 𝑇 ∗)𝑋 για κάθε πολυώνυμο 𝑝(., .)
δύο μεταβλητών. Αρκεί γι’αυτό να αποδείξω το

Θεώρημα 12.9 (Fuglede) Αν ο Τ είναι φυσιολογικός, τότε ο Χ μετατίθεται με
τον Τ αν και μόνον αν μετατίθεται με τον Τ∗.
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Απόδειξη Εστω ΧΤ = ΤΧ. Τότε, για κάθε 𝜆 ∈ ℂ, η συνάρτηση 𝑓(𝑧) =
𝑒𝑥𝑝(�̄�𝑧) είναι συνεχής στο 𝜎(Τ) άρα ορίζεται ο φυσιολογικός τελεστής 𝑓(Τ) =
𝑒𝑥𝑝(�̄�Τ). Επειδή ο 𝑓(Τ) είναι όριο πολυωνύμων του Τ έχω

𝑋.(𝑒𝑥𝑝(�̄�Τ) = (𝑒𝑥𝑝(�̄�𝑇 ).𝑋

Αφού (𝑓(𝑧))−1 = 𝑒𝑥𝑝(−�̄�𝑧), ο τελεστής 𝑒𝑥𝑝(�̄�Τ) είναι αντιστρέψιμος με αντί-
στροφο τον 𝑒𝑥𝑝(−�̄�Τ). Εχω λοιπόν

Χ = (𝑒𝑥𝑝(−�̄�Τ))Χ(𝑒𝑥𝑝(�̄�Τ))

άρα

(𝑒𝑥𝑝(𝜆Τ∗))Χ(𝑒𝑥𝑝(−𝜆Τ∗)) = (𝑒𝑥𝑝(𝜆Τ∗))(𝑒𝑥𝑝(−�̄�Τ))Χ(𝑒𝑥𝑝(�̄�Τ))(𝑒𝑥𝑝(−𝜆Τ∗).
(14)

Παρατηρώ ότι 𝑓(𝑇 )∗ = ̄𝑓(𝑇 ) = 𝑒𝑥𝑝(𝜆𝑇 ∗). Τώρα επειδή οΤ είναι φυσιολογικός
έχουμε από τον συναρτησιακό λογισμό για συνεχείς συναρτήσεις (11.14)

(𝑒𝑥𝑝(𝜆Τ∗))(𝑒𝑥𝑝(−�̄�Τ) = ̄𝑓(𝑇 )𝑓(𝑇 ) = ( ̄𝑓𝑓)(𝑇 ) = 𝑒𝑥𝑝(𝜆Τ∗ − �̄�Τ).

Θέτω 𝑆 = 𝜆Τ∗ − �̄�Τ και παρατηρώ ότι 𝑆∗ = −𝑆. Επεται ότι (𝑒𝑥𝑝𝑆)∗ =
𝑒𝑥𝑝(𝑆∗) = 𝑒𝑥𝑝(−𝑆) = (𝑒𝑥𝑝𝑆)−1, άρα ‖𝑒𝑥𝑝𝑆‖2 = ‖(𝑒𝑥𝑝𝑆)∗(𝑒𝑠𝑝𝑆)‖ = 1. Τότε
όμως, από την ισότητα (14) έχω ότι

‖(𝑒𝑥𝑝(𝜆Τ∗))Χ(𝑒𝑥𝑝(−𝜆Τ∗))‖ = ‖(𝑒𝑥𝑝𝑆)𝑋(𝑒𝑥𝑝𝑆∗)‖ ≤ ‖𝑋‖

για κάθε 𝜆 ∈ ℂ. Δηλαδή η συνάρτηση

𝜑 ∶ ℂ ⟶ ℬ(𝐻) ∶ 𝜆 ⟶ (𝑒𝑥𝑝(𝜆Τ∗))Χ(𝑒𝑥𝑝(−𝜆Τ∗))

που είναι προφανώς ακέραια (ως γινόμενο δυναμοσειρών), είναι φραγμένη.
Επομένως, από το Θεώρημα Liouville (6.8), είναι σταθερή, άρα 𝜑(𝜆) = 𝜑(0),
δηλαδή

(𝑒𝑥𝑝(𝜆Τ∗))Χ(𝑒𝑥𝑝(−𝜆Τ∗)) = Χ
για κάθε 𝜆 ∈ ℂ. Αναπτύσσσοντας το αριστερά μέλος σε δυναμοσειρές και εξι-
σώνοντας τους συντελεστές του 𝜆, βρίσκουμε Τ∗Χ = ΧΤ∗. 2

Επέκταση του συναρτησιακού λογισμού
Εστω Τ ∈ ℬ(Η) φυσιολογικός τελεστής και {Ε(Ω) ∶ Ω ⊆ ℂ Borel} το φασμα-
τικό του μέτρο. Αν 𝑓 ∶ ℂ ⟶ ℂ είναι τέτοια ώστε η 𝑓|𝜎(𝑇 ) να είναι φραγμένη
και μετρήσιμη, ορίζουμε

𝑓(Τ) = ∫ 𝑓(𝜆)𝑑𝐸𝜆 .
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Ειδικότερα έχουμε 𝜒Ω(𝑇 ) = 𝐸(Ω) για κάθε Borel Ω ⊆ ℂ.
Παρατήρησε ότι 𝑓(𝑇 ) ∈ {Τ}′′. Πράγματι, αν ένας φραγμένος τελεστής𝑋 ανή-
κει στον μεταθέτη του 𝑇 τότε μετατίθεται με το σύνολο {Ε(Ω) ∶ Ω ⊆ ℂ Borel}
(από το φασματικό θεώρημα) άρα και με τον 𝑓(𝑇 ), που είναι όριο γραμμικών
συνδυασμών φασματικών προβολών.
Από την Πρόταση 12.3 συμπεραίνουμε ότι:

Πρόταση 12.10 Ηαπεικόνιση 𝑓 ⟶ 𝑓(Τ) είναι *-μορφισμός από την *-άλγεβρα
ℒ∞(𝜎(𝑇 )) στον δεύτερο μεταθέτη {Τ}′′ που επεκτείνει τον συναρτησιακό λο-
γισμό για πολυώνυμα, και ισχύει

‖𝑓(𝑇 )‖ ≤ sup{|𝑓(𝜆)| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(Τ)} (𝑓 ∈ ℒ∞(𝜎(𝑇 ))).

Πόρισμα 12.11 Αν Τ ∈ ℬ(Η) είναι φυσιολογικός τελεστής και {Ε(Ω) ∶ Ω ⊆
ℂ Borel} το φασματικό του μέτρο, τότε

• (ι) 𝜆 ∈ 𝜎(Τ) αν και μόνον αν Ε(𝑈) ≠ 0 για κάθε 𝑈 ∋ 𝜆 ανοικτό.

• (ιι) το 𝜆 είναι ιδιοτιμή του Τ αν και μόνον αν Ε({𝜆}) ≠ 0. Ο αντίστοιχος
ιδιόχωρος είναι ο Ε({𝜆})(Η).

• (ιιι) κάθε μεμονωμένο σημείο του 𝜎(Τ) είναι ιδιοτιμή του Τ.

Απόδειξη (ι) Εστω 𝜆 ∈ ℂ. Αν 𝜆 ∉ 𝜎(𝑇 ), τότε υπάρχει ανοικτή περιοχή 𝑈 του
𝜆 ώστε 𝑈 ∩ 𝜎(𝑇 ) = ∅, οπότε 𝐸(𝑈) = 0 αφού το 𝐸 φέρεται από το 𝜎(𝑇 ).
Αν αντίστροφα υπάρχει ανοικτή περιοχή 𝑈 του 𝜆 ώστε 𝐸(𝑈) = 0, τότε η συ-
νάρτηση

𝑓(𝑧) = {
1−𝜒𝑈(𝑧)

𝑧−𝜆 𝑧 ≠ 𝜆
0 𝑧 = 𝜆

ορίζεται και είναι φραγμένη, και (𝑧 − 𝜆)𝑓(𝑧) = 1 − 𝜒𝑈(𝑧). Συνεπώς από τον
συναρτησιακό λογισμό (Πρόταση 12.10) έχουμε

(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑓(𝑇 ) = 𝑓(𝑇 )(𝑇 − 𝜆𝐼) = 𝐼 − 𝐸(𝑈) = 𝐼
πράγμα που δείχνει ότι ο 𝑇 −𝜆𝐼 είναι αντιστρέψιμος, δηλαδή ότι 𝜆 ∉ 𝜎(𝑇 ). 2

(ιι) Εστω Ω = {𝜆} και 𝑓(𝑧) = 𝑧 − 𝜆. Τότε 𝑓𝜒Ω = 0 άρα 𝑓(𝑇 )𝐸(Ω) = 0,
δηλαδή (𝑇 − 𝜆𝐼)𝐸(Ω) = 0.
Αν λοιπόν ονομάσω 𝐹 τον κλειστό (ενδεχομένως μηδενικό) ιδιόχωρο του 𝑇 που
αντιστοιχεί στο 𝜆, δηλαδή

𝐹 = {𝑥 ∈ 𝐻 ∶ (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0}
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τότε κάθε 𝑥 ∈ 𝐸(Ω)(𝐻) ανήκει στον 𝐹 και ειδικότερα, αν 𝐸(Ω) ≠ 0, τότε το 𝜆
είναι ιδιοτιμή του 𝑇 .
Αντίστροφα, αν 𝑥 ∈ 𝐹 , 𝑥 ≠ 0, θα δείξω ότι 𝑥 ∈ 𝐸(Ω)(𝐻) (άρα 𝐸(Ω) ≠ 0).
Πράγματι, αν 𝑉𝑛 είναι ακολουθία ανοικτών συνόλων που φθίνει προς το {𝜆},
τότε, όπως δείξαμε στην Παρατήρηση 12.2, ‖𝐸(𝑉𝑛)𝑥 − 𝐸(Ω)𝑥‖ → 0.
Αν θέσω 𝑓𝑛(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)−1(1 − 𝜒𝑉𝑛

(𝑧)) για 𝑧 ≠ 𝜆 και 𝑓(𝜆) = 0 τότε 𝑓𝑛(𝑧)(𝑧 −
𝜆) = 1 − 𝜒𝑉𝑛

άρα 𝑓𝑛(𝑇 )(𝑇 − 𝜆𝐼) = 𝐼 − 𝐸(𝑉𝑛) και συνεπώς 𝑥 − 𝐸(𝑉𝑛)𝑥 =
𝑓𝑛(𝑇 )(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 δηλαδή 𝐸(𝑉𝑛)𝑥 = 𝑥 για κάθε 𝑛 άρα 𝐸(Ω)𝑥 = 𝑥.
Το (ιιι) είναι άμεση συνέπεια του (ιι). 2

Η αριθμητική ακτίνα (numerical radius) ενός τελεστή 𝑇 ∈ ℬ(𝐻) είναι ο αριθ-
μός

𝑤(𝑇 ) = sup{|⟨𝑇 𝑥, 𝑥⟩| ∶ 𝑥 ∈ 𝐻, ‖𝑥‖ = 1} .
Δεν είναι δύσκολο να δειχθεί ότι ‖𝑇 ‖/2 ≤ 𝑤(𝑇 ) ≤ ‖𝑇 ‖ και ότι οι ανισότητες
αυτές είναι εν γένει οι καλύτερες δυνατές. Όταν ο 𝑇 είναι φυσιολογικός, τα
πράγματα είναι πολύ καλύτερα:

Πόρισμα 12.12 Η αριθμητική ακτίνα ενός φυσιολογικού τελεστή 𝑇 ∈ ℬ(𝐻)
ισούται με την νόρμα του.

Απόδειξη Εφόσον ‖𝑇 ‖ = 𝜌(𝑇 ), (Λήμμα 11.9) υπάρχει 𝜆 ∈ 𝜎(𝑇 ) ώστε |𝜆| =
‖𝑇 ‖. Εστω 𝜀 > 0. Θα βρώ 𝑥 ∈ 𝐻 με ‖𝑥‖ = 1 ώστε |⟨𝑇 𝑥, 𝑥⟩ − 𝜆| < 𝜀. Αν
Ω = {𝑧 ∈ 𝜎(𝑇 ) ∶ |𝑧 − 𝜆| < 𝜀} τότε Ε(Ω) ≠ 0 από το προηγούμενο Πόρισμα.
Εστω 𝑥 ∈ Ε(Ω)(𝐻) με ‖𝑥‖ = 1. Αν 𝑓(𝑧) = (𝑧 − 𝜆)𝜒Ω(𝑧), τότε έχουμε 𝑓(𝑇 ) =
(𝑇 − 𝜆𝐼)𝐸(Ω), άρα 𝑓(𝑇 )𝑥 = 𝑇 𝑥 − 𝜆𝑥, οπότε

|⟨𝑇 𝑥, 𝑥⟩ − 𝜆| = |⟨𝑓(𝑇 )𝑥, 𝑥⟩| ≤ ‖𝑓(𝑇 )‖ .

Ομως ‖𝑓(𝑇 )‖ ≤ 𝜀 αφού |𝑓(𝑧)| ≤ 𝜀 για κάθε 𝑧 ∈ 𝜎(𝑇 ). 2
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